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sa Charitonowa! Außerdem gilt unser Dank allen Studierenden, die mit ihren 
Anmerkungen und Anregungen zur stetigen Verbesserung des Skriptes beige- 
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Alexander Lewintan und Peter Lewintan 


1 Lineare Differentialgleichungen 


erster Ordnung 


Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet I C R ein beliebiges Inter- 
vall, d.h., / ist eine nichtleere zusammenhängende Teilmenge von R, die 
ein nichtleeres Inneres hat. Gehört ein Randpunkt zum Intervall, so be- 
trachten wir für die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein- 


seitigen Grenzwert. 


1.1 Anfangswertproblem für lineare Differenti- 


algleichungen erster Ordnung 


Definition 1.1.1 
Gegeben seien die Funktionenp, f : I — R, die auf einem IntervallI C R definiert 
und stetig sind. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : I — R, so dass für 
alle x € I gilt: 

y'(x) + p(z) ya) = f(x). (1.1.1) 
Gleichung (1.1.1) heißt lineare (gewöhnliche) Differentialgleichung erster Ordnung. 
Die Funktion y : I — R heift Lösung der Gleichung (1.1.1) auf dem Intervall I. 
Satz und Definition 1.1.2 
Seien die Funktionen p, f : I — R auf einem Intervall I C R definiert und stetig, 
sowie xo € I. Dann existiert für beliebiges yo € R auf I genau eine Lösung des 
Anfangswertproblems 


~ +pla)-ya)=fla), zel, (1.1.2) 


y(zo)=yo0. 
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Für einen Beweis verweisen wir auf die spätere Bemerkung 1.3.6. 


Bemerkung und Definition 1.1.3 

Ist f(x) = 0 für alle x € I, so heißt Gleichung (1.1.1) lineare homogene Differen- 
tialgleichung erster Ordnung, andernfalls heift diese lineare inhomogene Differen- 
tialgleichung erster Ordnung. 


1.2 Lineare homogene Differentialgleichung ers- 


ter Ordnung 


Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung 


y'(x) + p(z) - ya) =0 (1.1.1h) 


(dabei ist die Funktion p : Z — R auf I definiert und stetig). 


Satz 1.2.1 
Sei yı : I — R eine Lösung von (1.1.1h), dann ist y(x) := c - yı(x) ebenfalls eine 
Lösung von (1.1.1h), wobei c € R eine beliebige Konstante ist. 


BEWEIS: 


Da yı eine Lösung von (1.1.1h) ist, gilt für alle x € T: 


ya) + p(2) yıla) = 0. (1.2.1) 


Dann folgt für y(x) = c - yı(z), wobei c € R eine beliebige Konstante ist: 


y'(x) + p(z) - y(z) = te la) + plz) te v(z)} 
= c-yılz) + p(z) - c- yılz) 
= c- (yi (z) + Pla) yı(x)) 


a200 rer. 


Nach Definition 1.1.1 ist also y(x) := c - yı(x) eine Lösung von (1.1.1h) auf J, 


wobei c € R eine beliebige Konstante ist. 
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Bemerkung 1.2.2 
Da die Funktion p auf I stetig ist, besitzt sie auf I eine Stammfunktion. Sei P : 
I — Reine Stammfunktion von p auf I. Dann ist y, : I — R mit 


la) = (PE) -Pe = plz) -PO und 
vile) + Pla) la) = pa) PO + pl) =0 af I. 


Satz und Definition 1.2.3 
Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 
Jede Lösung y : I — R. von (1.1.1h) lässt sich in der Form y(x) := c  yı(z) 
darstellen, wobei 
y(x) ze, (1.2.2) 


P : I — R eine Stammfunktion von p und c € R eine Konstante ist. 

Lässt man inc: yı(x) die Zahl c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so 
erhält man alle Lösungen der Gleichung (1.1.1h). Man sagt: Durch y(x) = c- yı (x) 
ist die allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ord- 


nung (1.2.1) gegeben. 


BEWEIS: 
Nach Bemerkung 1.2.2 und Satz 1.2.1 ist jede Funktion y : I — R mit 


y(x) = c- y(x) und y(x) = e r@ 


immer eine Lösung von (1.1.1h) für alle c € R. 
Sei umgekehrt y : I — R eine beliebige Lösung von (1.1.1h) und yı (durch 
eine beliebige aber feste Wahl der Stammfunktion P) fest gewählt. Wir zeigen: 


Es existiert ein č € R, sodass auf dem ganzen Intervall / gilt 


Da y eine Lösung von (1.1.1h) ist, folgt 


Y(z)+p(x)-Ya)=0 füralle ze ZT. 
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Die Funktion z : I — R mit 


ist auf ganz I definiert (es gilt stets yı(x) > 0), differenzierbar und es folgt 


Ja) - ZO nl) -70 ua) 


(yı(x))? 
p(z) Ya) y(x) = Ya) (p) m) 
(v2)? 


—=( für alle x € I. 


Dann ist z konstant auf dem ganzen Intervall /. Also existiert einc € R mit 


Uie reret 
yı(z) 
Somit ist jede Lösung von (1.1.1h) in der Form c : yı(x) mit yı(x) = e7?® und 
geeignetem c € R darstellbar. = 
Beispiel 1.2.4 
y(x) - tan(x) y(x) = 0, x € (-5; =) (1.2.3) 
Es gilt für jedes x € (-5; =): plx) = — tan(x), und da cos(x) > 0 auf 


(-5; =) folgt: 
fro) di== fino) dz = In(cos(z))+m, mER. 


Wir nehmen (z.B.) m = 0, dann ist 


P(x) = ln(cos(x)) 


und 


cos(x) ` 


Die allgemeine Lösung der Gleichung (1.2.3) lautet somit nach Satz 1.2.3: 


ylz) = —— mit beliebigem c € R. 


§ 1.2. Lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung 


Folgerung 1.2.5 (Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems) 
Sei die Funktionp: I — R. auf! definiert und stetig, sowie x, € I. Dann existiert 
für beliebiges yo € R auf I genau eine Lösung des Anfangswertproblems 


2 + p(z) - y(£)=0, 


1.2.4 
an I 


BEWEIS: 


Da die Funktion p auf / stetig ist, ist die Funktion P : I —> R mit 


eine Stammfunktion von p auf I. Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion y : I — R mit 


Tode 
y(a) = ce ” 


und beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung 
y'(x) + p(x) - y(x) =0 auf I. 


Mit dem Anfangswert yo € R können wir die Konstante bereits eindeutig an- 


passen: 
rA 
— J p(t)dt 
yltxo) =y & ce” Yo +. AES io: 
Also ist die Funktion y : I — R mit 
- Î pl) ar 
y(x) = we © 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (1.2.4). 


Beispiel 1.2.6 (Gesetz des radioaktiven Zerfalls) 
Sei N := N(t) die Zahl der zur Zeit t € R noch nicht zerfallenen Kerne ei- 
nes radioaktiven Stoffes. Die Anzahl der Kerne, die radioaktiv zerfallen können, 


nimmt mit der Zeit ab und es gilt: 


N(t)=-X-N{t) 
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mit einer Konstante \ € R”°. Mit anderen Worten gilt 
N{t)+X-N(t)=0, fürallteR. (1.2.5) 


Sei to = 0 der Anfangspunkt der Prozessbeobachtung. Mit der Anfangsbedin- 
gung N(0) = N, erhalten wir nach Folgerung 1.2.5 durch 


— fdr 
N(t) = No: e f = No- e™™ 


die eindeutig bestimmte Lösung dieses Anfangswertproblems. 
Beachte: Für t > to bzw. t < to zeigt die Lösung die Anzahl der nicht zerfal- 


lenen Kerne nach bzw. vor dem Start der Beobachtung. 


Bemerkung 1.2.7 


Lineare homogene Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstantem Koeffi- 


zienten 


Sei p € R. Gesucht ist eine Funktion y : R —> R, sodass für alle x € R. gilt: 
y(x) +p- ylz)=0. (1.2.6) 


Offensichtlich ist die Funktion P : R, —> R mit P(x) = p - x eine Stammfunktion 
der konstanten Funktion p : R —> R mit p(x) := p auf R. Nach Bemerkung 1.2.2 
ist die Funktion y; : R —> R mit yı(x) = e” eine Lösung und nach Satz 1.2.3 
ist 

ya) = c- nla) =c 0”? 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung (1.2.6) auf R. 


1.3 Lineare inhomogene Differentialgleichung 
erster Ordnung 


Satz 1.3.1 
Seien die Funktionen p, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig. 


Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differentialgleichung erster 


Ordnung 
y'(z) + p(z) : y(z) = f(z) (1.3.1) 
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auf I schreiben als: L = y*(x) + Lo, wobei Lo die Lösungsmenge der entspre- 


chenden homogenen Differentialgleichung 
Ye) + p(x) ya) =0 


und y*(x) eine (sogenannte partikuläre) Lösung der inhomogenen Differentialglei- 


chung ist. 


BEWEIS: 


Wir haben bereits in Satz 1.2.3 gesehen, dass Lo nichtleer ist. Wir werden in 


Bemerkung 1.3.4 zeigen, dass auch L # 2, mit anderen Worten existiert eine 


partikuläre Lösung y* (x) von (1.3.1) und es gilt auf / 


WE) + plax) y*a) = FR). 


1. Seiy;(x) € L eine beliebige Lösung von (1.3.1). Dann gilt 


Yılz) + plz) yıla) = Fe) 


auf / und somit 


Yılz) - (y*) (z) + p(z) - (yele) 
> (vlz) - ya) + p(z) (y 


D.h., y(x) := y(x) — y* (x) ist eine Lösung der homogenen Differentialglei- 
chung 
y'(x) + p(x) ya) =0 


auf /. Also gilt für jedes yz (x) € L : 


und 


2. Sei nun y(x) € Lo eine beliebige Lösung der homogenen Differentialglei- 


chung. Dann gilt auf T: 


y(x) + p(z) ya) = 0. 
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Da y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
(1.3.1) ist, folgt 


g(x) + WR) + Pla) (Ha) + y*a)) = f(z) 
> (Wa) +y*(1)) + plz): Ya) +y*(2)) = f(z). 


D.h., y(x) = Y(x) + y* (x) ist eine Lösung der inhomogenen Differentialglei- 
chung (1.3.1) auf T. Also gilt für jedes y(x) € Lo: 


ya) = y*(x) + g(x) E L 


und 


y*(x) + 0 € 4. 


Insgesamt haben wir L = y*(x) + Lo gezeigt. 


Folgerung 1.3.2 
Wie wir schon wissen, ist 

y(x) = P (1.3.2) 
immer eine Lösung der homogenen Differentialgleichung (1.1.1h) auf I. (Dabei ist 
P : I — R eine Stammfunktion von p auf I.) Lässt man in c - yı (x) die Zahl c die 


Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen der Gleichung 
(1.1.1h). 
Also gilt für die Lösungsmenge Lo: 


Lo = {c -y (£):c E R}, 


dabei heißtc-yı (x) die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung. Ist 
jetzt y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (1.3.1), 


dann gilt nach Satz 1.3.1 für die LösungsmengeL: 


L = {c - y(x) + y*(x):cE R}. 
Man sagt: Durch 
y(x) = c- yılz) + y* (2) 


ist die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleichung erster 


Ordnung (1.3.1) gegeben. 
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Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei- 


chung erster Ordnung hat die Form 
ya) = y(x) + y*(x), 


wobei y(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung und y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomoge- 


nen Differentialgleichung ist. 


Beispiel 1.3.3 
y(iz)-3y(a)=2, LER. (1.3.3) 


1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x) -3y(z) =0. (1.3.3h) 
Hier gilt p = —3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 


ne 3x 


y(r) =c-e 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.3.3h) auf R. 


2) Wie ist nun y*(x) zu wählen? 


Dazu betrachten wir den Ansatz 
y'(z) =A-c+B 
mit A, B € R. Dann gilt für jedes x eR: 


WIESA und (y*)’(x) -3y'(a) = x 
< A-3-(A-zx+B)=x 
< —3A -x+ (A— 3B) =r 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


-3A =1 
_3B = 1 
A-3B=0 Bars) 
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Dann ist 
*(m) 1 1 
g) = —— -g - - 
: EAT 
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 1.3.1 und 


Folgerung 1.3.2 ist 


mit c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.3.3) auf R. 
Bemerkung 1.3.4 (Variation der Konstanten) 
Seien die Funktionen p, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig. Sei 
P : I Reine Stammfunktion von p auf I. Nach Bemerkung 1.2.2 isty, : I —> R 
mit 

y(x) = e ® 
eine Lösung der homogenen Differentialgleichung 
y'(x) + p(z) - y(x) = 0 
auf I. Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
y'(z) + p(z) : y(x) = f(z) 
findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten: 
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 


y*(x) = c(x) - y(x), (1.3.4) 


wobeic: I — R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt (mit Voraussetzung, dass 


die Funktion c in I differenzierbar ist): 


va) = e (x) yıla) tele) la). 


In die Differentialgleichung (1.3.1) eingesetzt ergibt das: 


(a) y(x) + e(z) - yi(2)) + Pla) ce) - y(x) = FR) 


S c (x) - yıla) + c(2) - (y(x) + Pla) yi(z)) = Fer) 
S c'(x) yıla) = f(x), 


wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion yı eine Lösung der homogenen Dif- 


ferentialgleichung ist. 


=40= 
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Da y(x) ze) 40 fürallex € I ist, ist die Gleichung (x) - yı(x) = f(x) 


eindeutig lösbar. Es gilt somit 


d(x) = P® . f(x). 


Da die Funktion e” ®) . f(x) auf I stetig ist, besitzt sie dort eine Stammfunktion. 


Beispiel 1.3.5 


1) 


2) 


y(x) — cot(x) - y(x) = sin(x), x € (0; 7). (1.3.5) 

Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x) — cot(x)- y(x) =0. (1.3.5h) 
Es gilt für alle x € (0; r) mit p(x) = — cot(x), und da sin(x) > 0 auf (0; 7) 


folgt 


fro) de= - J corla) dt = — ln (sin(x) +m, mER. 


Wir nehmen (z.B.) m = 0, dannist P(x) = -In(sin(x)) auf (0; m). Nach 
Bemerkung 1.2.7 ist 


y(r) = €- sin(x) 
mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 


(1.3.5h) Differentialgleichung. 


Wir suchen nun y* (x) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach 


Bemerkung 1.3.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; 7) : 


; 1 
— In(sin(«)) , sin(x) == 2 sin(x) = 1. 


in(x) 


Somit ist c(x) = xz + n, mitn € R. Mit n = 0 bekommen wir folgende 


ei) 


partikuläre Lösung 
y*(x) = eier) yıla) = x sine). 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.3.5) auf (0; 7) ist somit 
y(x) = Ye) + ya) = ©- sin(x)+ z- sin(x) mit CER. 


-j1= 
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Beachte: Diese Funktion ist natürlich auch außerhalb des Intervalls (0; m) wohl- 
definiert, die Einschränkung des Intervalls kommt aber daher, dass wir ein In- 
tervall benötigen auf dem der Kotangens aus der Differentialgleichung (1.3.5) 
stetig ist. 

Bemerkung 1.3.6 


Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems. (Beweis des Satzes 1.1.2) 


B= +p(a)-y(a)=fle), zel, 


1.3.6 
y(Xo) = Yo: A 


BEWEIS: 


Da die Funktion p auf / stetig ist, ist die Funktion P : I —> R mit 


Pa) = I pa) 


zo 
eine Stammfunktion von p auf I. Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion y: I — R mit 


F(x) =C-e 


und mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homoge- 


nen Differentialgleichung 


y(x) + p(x) - y(x) = 0 


auf I. Die Funktion c : I — R mit 


elf) I eP® . f(t) dt 


zo 
ist eine Stammfunktion von eP(® . f(x) auf I. Nach Bemerkung 1.3.4 ist durch 


die Funktion y* :7— R mit 
y* (2) = e(z) - e7?® 
eine partikuläre Lösung und durch 
ylz) = Ha) +y" (2) = (E+ la) e729 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
y'(x) + p(x) - y(x) = f(x) 


auf I gegeben. 
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Mit dem Anfangswert yo € R können wir nun die Konstante c bereits ein- 
deutig anpassen: 
y(Xo) = Yo < (E+c(&0))-e Pro) = yo 
< T=yp denn c(zo)=0 und eP =]. 
Also ist die Funktion y : I — R mit 


yla) = (yo + e(z) eP 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (1.3.6). 
Satz 1.3.7 (Superpositionsprinzip) 
Seien die Funktionen p, fı, f2 : I > R auf einem Intervall I definiert und stetig. 


Seien weiter y (x) eine partikuläre Lösung von 


ve) + plz): y(x) = Fila) (1.3.7) 


und y;(x) eine partikuläre Lösung von 


(2) + p(z) - y(z) = fa(2). (1.3.7b) 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung von 


y'(z) + p(z) ya) = Fila) + fals) (1.3.8) 
BEWEIS: 
Einsetzen von y* (x) in (1.3.8) liefert die Behauptung, weil y}(x) und yš(x) par- 
tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind: 
In der Tat gilt für jedes x € T: 


Wa) = (yi) (2) + (u3) (2), 
sodass 
(ve) + p(z) : y(x) = (yi) (2) + (y3) (2) + p(x) - (yi (e) +) 
= [(y1) (2) + p(x) via) + [(45) (2) + ple) va) 
CE fife) + fla). 


(1.3.7b) 
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1.4 Lineare inhomogene Differentialgleichung 
erster Ordnung mit konstantem Koeffizien- 


ten 


Bemerkung 1.4.1 
Gegeben seien eine Funktion f : I — R, die auf einem Intervall I definiert und 
stetig ist, und eine reelle Zahl p € R. Gesucht ist eine Funktion y : I — R, sodass 
für alle x € I gilt: 


y'(£) +p- ylz) = f(z). (1.4.1) 


Nach Folgerung 1.3.2 und Bemerkung 1.2.7 hat die allgemeine Lösung der linearen 
inhomogenen Differentialgleichung (1.4.1) die Form y(x) = y(x) + y*(x), wobei 


Ha) = c- e77 


mit beliebigem c € R, die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homo- 


genen Differentialgleichung 
y'(z)+p-y(z)=0 


und y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist. In 
Bemerkung 1.3.4 haben wir y*(x) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten 
gesucht. Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen y* (x) von (1.4.1) für 
einige Sonderfälle der rechten Seite f : R —> R. 


i) f(x) = e”? - P,(x), wobei y € R und P,(x) ein Polynom vom Grad n € No 


ist. 
a) y Æ —p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y* (z) = e7 Ana), 


wobei ()„(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 
Beispiel 1.4.2: y'(x) — 5y(x) = x? + 3x, 
Beispiel 1.4.3: y'(x) +2y(x) = e” - (x+1). 
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b) y = —p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
ya) =" Que), 


wobei ()„(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 


Beispiel 1.4.4: y'(z) +3y(x) = e7% . (x — 1). 


ii) f(x) = e” - (P(x) - cos(ô - £) + Qm(x) - sin(ô - x)), wobei y € R und 
ô € R\{0}. Dabei sind P, (£), Qm(x) Polynome vom Grad n,m € No oder 


genau ein Polynom ist das Nullpolynom. 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y*(x) =e” - (Sn(x) - cos(ô - x) + Ty(x) - sin(ô - x)), 


wobei Sy(x), Ty(x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m} 


mit unbekannten Koeffizienten sind. 
Beispiel 1.4.5: (x) — 2y(x) = sin(3x2) + x: cos(3x), 
Beispiel 1.4.6: y(x) +4y(x) = e - cos(2x). 


Beispiel 1.4.2 
y(x) -5yle) = 2 +3r, LER. (1.4.2) 


1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x) — 5y(x) = 0. (1.4.2h) 


Hier gilt p = —5 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.2h) auf R. 


2) Wir haben y = 0 #5 = —p, sowie P(x) = x? + 3x und suchen nach 
Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 
Form 

y'(@)=A-2°+B-r+D, mitA,B,DER. 
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Wir haben 
(va) =2A-2+B 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.2) ergibt: 


(2A-2+B)-5-(A-®+B-x+D)=2°+3x 
< —5A -x° + (2A — 5B) -x+ (B-5D) = x° +37. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
Asc 
-5A =1 5 
17 
DA-5B=3 55 
B-5D=0 1 
Des 
125 
Dann ist 
(2) = £? 17x 17 
DETA 2 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.2). Nach Satz 1.3.1 
und Folgerung 1.3.2 ist 


y(z) = F(x) + y* (£) = c- e + ( ee E) mit cE R 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.2) auf R. 
Beispiel 1.4.3 
y(x)+2y(2)=e”-(c+1), ZER. (1.4.3) 
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x)+2y(e) =0. (1.4.3h) 
Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 
(a) = c- e” 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.3h) auf R. 
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2) Wir haben y = 2 # -2 = --p, sowie Pı(x) = x + 1 und suchen nach 
Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 
Form 

y*(x) =e”-(A-x+B), mitA,BER. 


Wir haben 
(y*) (x) =2:e"-(A-z+B)+e®-A=e”"-(2A-2+(A+2B)) 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.3) ergibt: 


e. (2A-x+(A+2B))+2-e®.(A-x+B)=e”.(x+1) 


TE 2A-x+(A+2B)+2A-x+2B=zr+1 
< 4AA-z+(A+4B)=xH+1. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


4A=1 
A+4B=1 


Dann ist 


* Bu 2x T 3 
ae (+5) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.3). Nach Satz 1.3.1 
und Folgerung 1.3.2 ist 


ya) = He) +y’(a)=c-e te. G + 5) mit ceR 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.3) auf R. 
Beispiel 1.4.4 
y' (£) + 3y(x) =e . (2-1), zER. (1.4.4) 
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 


y(x) + 3y(x)=0. (1.4.4h) 
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2) 


Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 


a 3x 


(2) = c- e7 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.4h) auf R. 


Wir haben y = —3 = —p, sowie P(x) = x — 1 und suchen nach Bemerkung 


1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
y*(x) =x: .(A-x+B)=60™.(A-x +B- x), mtA,BER. 
Wir haben 


Were a a BA 
= e7% . (—3A - z? + (2A — 3B) -£ + B) 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.4) ergibt: 
e3?.(-34-2?+(2A-3B)-2 + B) 
+ 30% (A-2? + B-a) = 67%. (z — 1) 
SZ 2A-x+B=x-1. 
e732 40 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


Dann ist 
2 
*(x) = e7? . U 
2 2 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.4). Nach Satz 1.3.1 
und Folgerung 1.3.2 ist 


2 
ya) = Fa) + ya) =c ehet. (5-:) re 


die allgemeine Lösung dieser innomogenen Gleichung (1.4.4) auf R. 
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Beispiel 1.4.5 


1) 


y(x) - 2y(x) = x: cos(3x) +sin(3r), zER. (1.4.5) 
Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
yY(z) -2y(z) =0. (1.4.5h) 
Hier gilt p = —2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 
Yr)=c-e 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.5h) auf R. 


Wir haben y = 0,6 = 3, Pı(x) = x und @(z) = 1 und suchen nach 
Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 


Form 


y*(x) = (A- x+ B)-cos(3x)+ (D -x+ E) -sin(3x), 


mit A, B, D, E € R. Wir haben 


(y*y (x) = A: cos(3x) + D- sin(3x) + (D - x + E) - 3 cos(3x) 
= (3D - x + (A + 3E)) - cos(3x) 
+ (—3A - x + (D — 3B)) - sin(3r) 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.5) ergibt: 


(3D -x + (A +3E)) - cos(3x) + (-3A- x + (D — 3B) ) - sin(3x) 
— 2. ((A -x+ B) -cos(3x)+ (D -x + E) - sin(3x)) 
= sin (3x) + x cos(3x) 
& (3D —2A)- z- cos(3x) + (A — 2B + 3E) -cos(3x) 
+ (—3A — 2D) - z - sin(3x) + (D — 3B — 2E) - sin (3x) 
= sin(3x) + z - cos(3x) . 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


o 2 

= 13 
—2A+3D=1 

jpa 
-3A-2B=0 13 

= 

A-2B+3E=0 B-_% 
D-3B-2E=1 u 

14 

169 


Dann ist 


2 34 3 14 
y*(x) = (-2 -£ — 5) - cos(3x) + (5 -£ — =) - sin(3x) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.5). Nach Satz 1.3.1 
und Folgerung 1.3.2 ist 


mit c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.5) auf R. 


Beispiel 1.4.6 
y(x) + 4ylx) = © - cos(2x), zEeR. (1.4.6) 
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x) + 4ylzr)=0. (1.4.6h) 


Hier gilt p = 4 und nach Bemerkung 1.2.7 ist 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.6h) auf R. 
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2) Wir haben y = 1,6 = 2, P(x) = 1 und Q(x) = 0 (Nullpolynom) und suchen 
nach Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 


in der Form 
y*(x) = - (A: cos(2x) + B - sin(2x)), mit ABER. 
Wir haben 
(y*y (x) = e” - (A: cos(2x) + B - sin (2x)) 
+e - (—2A - sin(2x) + 2B - cos(2x)) 
= e” . ((A + 2B) - cos(2x) + (—2A + B) - sin(2x)) 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.6) ergibt: 
e” - ((A + 2B) - cos(2x) + (-2A + B) - sin(2x)) 
+ 4e” - (A - cos(2x) + B- sin(2x)) = e” 
—> (A+2B):cos(2x) + (-2A+ B) - sin(2x) 


e +4- (A- cos(2x) + B- sin(2x)) = cos(2r) 
—> (5A +2B)-cos(2x) + (—2A + 5B) - sin(2x) = cos(2r). 


- cos(2x) 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


5 
5A+2B=1 an 
i 2 

29 


Dann ist 


os E lo Z ; sim2) ) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.6). Nach Satz 1.3.1 
und Folgerung 1.3.2 ist 


yl) = F(x) + y* (z) =c- e +e”. (3 - cos(2x) + Z . sn(2x)) mit 


mit c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.6) auf R. 
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Beispiel 1.4.7 (Anfangswertproblem) 


y(x) Be _o Pl) u = = BR, 
x £ ee (1.4.7) 


1) Der maximale gemeinsame Definitionsbereich der Funktionen p, f : D > R 
1 l 12 
mit p(x) = --, f(x) = —2 ae —, lautet D = R>’. Der Anfangspunkt 
z T 


zo = 1 > 0 liegt also im Definitionsbereich D. Die inhomogene Gleichung 


y(x) ln(x) 12 
a 2 ea 
x £ z? 


darf auf R”? untersucht werden. 


2) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y'(x)—- —=0. (1.4.7h) 


Es gilt für alle x € R?® : 
1 . 
| pie) az =- f as=-ma)+m mit meR. 


P(x) 


Wir nehmen (z.B.) m = 0, dann ist P(x) = — ln(x) und yı = e7 = 7, 


1 
sowie e”(®) = — auf R>°. Nach Bemerkung 1.2.7 ist 
x 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differentialgleichung (1.4.7h) auf (0; ©). 


3) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 
(1.4.72) 


mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er- 
halten wir auf R°°: 


ne, (=) _ 2ml) 


£ x? 
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und somit 
u(x) = ln(x) 
1 
! zz 
—21n(z) = z 2 ln(x) 2 
da) = | Zar = na.) de 
r? N 2 £ x? 
v' (x) = -z 
2 
v(x) = z 
21 2 
= 2u +-+n, neR. 
z£ z 
Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung 
21 2 
yılz) = e(z) yılz) = cz ag 2) -x = 2ln(x)+2 


der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7a) auf (0; o0). 


4) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 


y'(2)- = = -5 (1.4.7b) 


mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er- 


halten wir auf R>°: 


und somit 


Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung 


(2) = le) na) = 
der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7b) auf (0; ©). 
5) Nach dem Superpositionsprinzip 1.3.7 ist 
y“ (x) = yıla) + yz(2) 
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eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 


y(x) olz) 12 


1 
T) e- — 
y (x) z5 


auf R”? und 


y(z) = Ye) + ya) =Cc-x+21In(e) +2+ 5 


die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung auf R°. 


6) Mit Hilfe des Anfangswertes y(1) = 5 bekommen wir: 


A 4 = 
y(1)=5 e C- 1+2l(1)+2+ -73 5 


bg 
P 

| 
m 


Dann ist 4 
ylz) = —x + 2ln(x) + 2 + 2 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (1.4.7) auf (0; o0). 


1.5 Auf- und Entladung eines Kondensators 


Wir untersuchen einen Stromkreis, be- 


stehend aus einem Ohm’schen Wider- 
stand! R > 0 und einem Kondensator 
mit der Kapazität C > 0. 

C 


1.5.1 Aufladung eines Kondensators 


Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt to = 0 eingeschaltet und mit einer kon- 
stanten Spannung Uo betrieben. Der Kondensator fäng an sich aufzuladen. 
Nach dem zweiten KIRCHHOFF’ schen Gesetz? gilt 
Uo = Ur(t) + Uc(t), teR”. 


!Georg Simon Ohm, 1789-1854 
°Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887 


-24- 


§ 1.5. Auf- und Entladung eines Kondensators 


Wobei wir mit Ur(t) die Spannung am Widerstand und mit Uc (t) die Spannung 
am Kondensator bezeichnen. Es gilt (C > 0): 
at) 


Ur(t) = R- I(t), Uc(t) = T = 0, 


wobei / := I(t) Stromstärke im Kreis und Q := Q(t) Ladung des Kondensators 


sind. Dann 


Ur(t)+Uc(t) =U & Roa =D 8 one _ 2, 


d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen inhomogenen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R?°. Die ent- 


sprechende homogene Differentialgleichung lautet 


at) 
t) + el 
OU R- C 
Nach Bemerkung 1.2.7 ist 
Q(t) =T- erT 


mit beliebigem € € R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei- 
chung auf R?°. Nach Bemerkung 1.4.1 suchen wir nun eine partikuläre Lösung 


der inhomogenen Gleichung in der Form 
Q*tt)=A mitA €R, dann ist Q" (t) = 0 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt: 


et <> 
R-C R RO 


A = Uo z C . 
Dann ist Q* (t) = Uo - C eine partikuläre Lösung und 


QU) = QE) + Q(t) =T- ee +U: C 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung auf R”°. 
Mit der Anfangsbedingung Q(0) = 0 erhalten wir 


C+Uo: C =0 > €=-Un:C und somit Ql) =U: (1-e Fe), 
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Für die Kondensatorspannung bekommen wir 


Uc(t) = u =U: (1-677) 
und für die Stromstärke 
I) = a) = ere 


U, i 
Io := I(0) = m dann gilt I(t) = Io- e F7, 


wir sprechen von einem Ladestrom. 


Uc I 
Uo 222TL Ol O — r 
Io 
r t t 


Für die Widerstandspannung gilt: 
Ur(t) = R- I(t) -e FT. 


Beachte: Es gilt stets Ugr(t) + Uc(t) = Uo zu jeder Zeit t > 0. 


1.5.2 Entladung eines Kondensators 


Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt to = 0 abgeschaltet. Der Kondensator be- 


ginnt sich zu entladen. Nach dem zweiten KIRCHHOFF schen Gesetz gilt: 
Url) +UVeclt)=0, te R”. 
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Mit Uz(t) = R- I(t), Uc(t) = a I(t) = Q(t) (wobei R,C > 0) folgt 


d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen homogenen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R?°. Nach Bemer- 
kung 1.2.7 ist 


QU) =. re 


mit beliebigem € € R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei- 
chung auf R?°. Wenn Q(0) = Qo die Anfangsbedingung ist, dann ist € = Qo 
und somit 


Q) = Qo erT. 


Für die Kondensatorspannung bekommen wir 


Ve). Su, 


und für die Stromstärke 


undmit h= 2, dann gilt 


(sog. Entladestrom). 


Uc I 
Uo 


Io 
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U 


Uo 


Für die Widerstandspannung gilt 


Beachte: Es gilt stets Ug(t) + Uc(t) = 0 zu jeder Zeit t > 0. 


Der Wert r := R - C heißt Zeitkonstante, dann ist eT ET = e77, 


1.6 Ein- und Ausschalten eines Stromkreises mit 


Spule und Onm’schem Widerstand 


L Wir untersuchen einen Stromkreis, be- 
stehend aus einem Omm’ schen Wider- 


stand R > 0 und einer Spule mit der 


Induktivität L > 0. 


1.6.1 Einschalten des Stroms 


Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt to = 0 eingeschaltet und mit einer kon- 
stanten Spannung U, betrieben. Nach dem zweiten KIRCHHOFF’schen Gesetz 
gilt: 

Uo = Uglt) + UL(t), te R”, 
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wobei wir mit Ur die Spannung am Widerstand und mit Uz die Spannung an 


der Spule bezeichnen. Es gilt: 
Url) = R- I), Urt) = L- it), 


wobei / := I(t) die Stromstärke im Kreis ist. Dann 


Ur +H e RitLi)=n e iË -2 


d.h., die Stromstärke genügt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R?°. Die entsprechende ho- 


mogene Differentialgleichung lautet 


id +2. 10) =0. 


Nach Bemerkung 1.2.7 ist 
It) =. et‘ 
mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei- 
chung auf R°°. 
Nach Bemerkung 1.4.1 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 


Gleichung der Form 
P(l)=A, mit AeR,dannist (t)=0, 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt 


R Uo N) 
rg een 


U. 
Dann ist /*(t) = A eine partikuläre und 


IA =+ = et 2 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung auf RP. Mit der Anfangs- 


bedingung /(0) = 0 erhalten wir 


+2 0 > Č s“ und somit r= 2. (1- ež). 
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Für die Widerstandspannung bekommen wir 


Es gilt 


und für die Spulenspannung folgt 
Ul)=L-I)=U:-e tt. 


Beachte: Es gilt stets Ur(t) + UL(t) = Uo zu jeder Zeit t > 0. 


I UL 
Uo 


{4 


1.6.2 Ausschalten des Stroms 


Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt to = 0 ausgeschaltet. Nach dem zweiten 


KIRCHHOFF schen Gesetz gilt: 
Ugrlt)+UL(t)=0, tER” 
mit Ur(t) = R- I(t) und U;(t) = L- I(t). Somit 
Urlt)+ULt)=0 8 R-IÜ+LI)=0 s io +10) =0, 
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d.h., die Stromstärke genügt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung 


erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R?°. Nach Bemerkung 1.2.7 


ist 


mit beliebigem € € R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei- 


chung auf R?°. Mit der Anfangsbedingung /(0) = Io folgt č = Io und somit 


Für die Widerstandspannung bekommen wir 
Url) = R- I(t)= R- h e". 
Bezeichnen wir mit Uo := R - Io dann gilt 
OSs eT 


Ferner ist 


sodass für die Spulenspannung folgt 
—Ry 
U,(t) = L.-I(t) = -Ug -€ Tea 


Beachte: Es gilt stets Ug(t) + Ur (t) = 0 zu jeder Zeit t > 0. 
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t 
t = 


L 
Der Wert T = R heißt Zeitkonstante, dann ist e-t =e 
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2 Lineare Differenzengleichungen 


erster Ordnung 


Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der 
Menge No untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf 2°" := 
{no, no + 1, . . .} mit einem beliebigen no € Z oder auf der ganzen Menge 
Z durchführen. 


2.1 Anfangswertproblem für lineare Differenzen- 
gleichungen erster Ordnung 


Definition 2.1.1 
Gegeben seien die Funktionen p, f : No > R, wobei p(n) # 0 für allen € No ist. 
Gesucht ist eine Funktion x : No > R, sodass für allen € No gilt: 


z(n+1)+p(n)- x(n) = f(n). (2.1.1) 


Gleichung (2.1.1) heißt lineare Differenzengleichung erster Ordnung. Die Funktion 
x : No > R heißt Lösung der Gleichung (2.1.1). 


Satz und Definition 2.1.2 

Gegeben seien die Funktionen p, f : No > R, wobei p(n) # 0 für allen € No ist, 
sowie no € No. Dann existiert für beliebiges uo € R auf No genau eine Lösung des 
Anfangswertproblems 


© +1)+p(n):z{n)=f{n), neNo, (2.1.2) 


z(no) = Ho. 


Kapitel 2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 


BEWEIS: 

Existenz: 
Ist der Wert z(no) an einer Stelle no € No gegeben, so ist auch der Wert 
an der Stelle (no + 1) bereits bestimmt: 


z{no + 1) = f{no) — p(no) : z(no) . 
Für (no—1) € No erhalten wir aus der Gültigkeit der Differenzengleichung 


N 
se F(no — 1) = z(no) 
p(no — 1) 
Sukzessive kann also jeder Wert von x(.) auf No bestimmt werden und es 


existiert eine Lösung des Anfangswertproblems. 


Eindeutigkeit: 
Seien z1, £2 : No — R zwei Lösungen des Anfangswertproblems (2.1.2). 
Dann gilt 
zn + 1) + p(n) zıln)= fin), neNo, 
tı (no) = lo. 
Aber auch 


"m +1) + p(n): za(n)= f(n), nENo, 


(no) = po. 
Für T(n) = zə(n) - zı(n) folgt: 


a +1) + p(n) -Z(n) = 


2.1.3 
TE (2.1.3) 


Wir beweisen, dass (2.1.3) nur die triviale Lösung x(n) = 0 für alle n € No 


zulässt: 


Wir zeigen zuerst, dass für allen € N, mit n > no bereits z(n) = 0 gelten 


muss: 


Mit der Anfangsbedingung haben wir schon £({no) = 0. Angenommen, es 
existiert ein n € N mit n > no + 1, sodass 7(n) Æ 0 gilt. Dann ist die 
Menge {n € N: n È (no + 1) und £(n) Æ 0} nichtleer. 
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8 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung 


Seis := min{n E€ N: n > (no+1) und Z(n) # 0}. Dann gilt z(s— 1) = 0. 
Nach (2.1.3) folgt £(s) = -p(s — 1) - £(s — 1) = 0, im Widerspruch zur 


Auswahl von s. Also ist z(n) = 0 für alle n € No mit n > no. 
Ist no = 0, so folgt somit sofort £(n) = 0 für alle n € No. 


Jetzt zeigen wir, dass auch die Behauptung T(n) = 0 für allen € No mit 
n S (no — 1) folgt: 


Andernfalls wäre die Menge {n € No : n < (no — 1) und Z(n) # 0} 
nichtleer und es existierte t = max{n € No : n < (no—1) und Z(n) # 0}. 
Dann gilt z(t + 1) = 0. Wegen 


T(t+1)+pt)-T)=0 und p(t) #0 folgt T(t) = 0, 
br a 


im Widerspruch zur Auswahl von t. Also ist auch x(n) = 0 für alle n € No 
mit n S (no — 1). 


Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (2.1.3) nur die triviale 
Lösung T(n) = 0 für alle n € No besitzt, d.h., es gilt zı(n) = xa(n) für 


alle n € No. Damit ist die Lösung von (2.1.2) eindeutig bestimmt. 


Bemerkung und Definition 2.1.3 


Ist f(n) = 0 für allen € No, so heißt Gleichung (2.1.1) lineare homogene Diffe- 


renzengleichung erster Ordnung, andernfalls heift diese lineare inhomogene Dif- 


ferenzengleichung erster Ordnung. 


2.2 Lineare homogene Differenzengleichung 


erster Ordnung 


Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung 


z(n+1l)+p(n)-xz(n) =0 (2.2.1) 


(dabei ist die Funktion p : No > R mit p(n) # 0 für allen € No gegeben). 
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Satz 2.2.1 
Sei xı : No — R eine Lösung von (2.2.1), dann ist x(n) = c - xı(n) ebenfalls eine 


Lösung von (2.2.1), wobeic € R eine beliebige Konstante ist. 


BEWEIS: 


Da x; eine Lösung von (2.2.1) ist, gilt für allen € No: 
zı(n+1l)+p(n)-zı(n)=0 (2.2.2) 
Dann folgt für x(n) := c - xı(n), wobei c € R eine beliebige Konstante ist: 


s(n +1) + p(n): x(n) = c: xı(n + 1) + p(n) - c- zi(n) 
=c: (an + 1) + p(n) - xı(n)) 


(2.2.2 


= 9 auf No. 


Nach Definition 2.1.1 ist also z(n) := c - xı(n) eine Lösung von (2.2.1) auf No 


wobei c € R eine beliebige Konstante ist. 


Bemerkung 2.2.2 
Die Funktion xı : No — R mit 


ist eine Lösung von (2.2.1) auf No. Dabei gilt für n = 0 nach Definition des leeren 
Produktes 


In der Tat gilt für jedes n € No 


daria = (-1)"*" To e a 
se (- ro 100) 
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8 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung 


Satz und Definition 2.2.3 
Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung 
Jede Lösung x : No — R. von (2.2.1) lässt sich in der Form x(n) = c- x(n) 


darstellen, wobei 
zn) = (-1)" - [2% (2.2.3) 


und der Koeffizient c € R eindeutig bestimmt ist. Lässt man in c - xı(n) die Zahl 
c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen der Glei- 
chung (2.2.1). Man sagt: Durch z(n) = c - xı(n) ist die allgemeine Lösung der 


linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung (2.2.2) gegeben. 


BEweEIS: 
Nach Bemerkung 2.2.2 und Satz 2.2.1 ist jede Funktion x : No — R der Form 


xz(n) := c- x(n) mit 


immer eine Lösung von (2.2.1) für jedes c € R. 

Seit: No — R eine beliebige Lösung von (2.2.1). Wir zeigen: Es existiert 
ein € € R, sodass auf No gilt: T(n) =€- x(n). 

Da X eine Lösung von (2.2.1) ist, gilt Z(n + 1) + p(n) - £{n) = 0 auf No. Die 
Funktion z : No > R mit 


z(n) := a 


ist auf No definiert, denn p(n) # 0 für alle n € No. Weiter gilt für allen € No : 


= 1 2 > 3 
z(n+1)= Z(n+1) _ Zpin):zin) _ zn) _ z(n) 
zıln+1l) —p(n):zı(n) zn) 
Pe en OS T(n) ~ 
Somit ist z konstant auf No. Also existiert einc € R mit aE = Č auf No. Dann 
1 


ist jede Lösung von (2.2.1) in der Form c - xı (n) mit 


und c € R darstellbar. 
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Beispiel 2.2.4 
ee x(n) =0, neNo. (2.2.4) 


Es gilt für jedes n € No : 


Dann ist ; i 
Iw = IV: k+ = 0” m. 
k=0 k=0 
Nach Bemerkung 2.2.2 ist 
n—1 
i(n) = (=D: [r = 1)" (Dn = n! 
k=0 


eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist 
x(n)=c-n! mitbeliebigem ceR 


die allgemeine Lösung der Gleichung (2.2.4) auf No. 


Folgerung 2.2.5 (Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems) 
Gegeben sei die Funktion p : No > R, wobei p(n) # 0 für alle n € No ist, sowie 
no € No. Dann existiert für beliebiges uo € R genau eine Lösung des Anfangs- 


wertproblems 


- +1)+p(n)-z{n)=0, neNo, (2.2.5) 


z(no) = Ho. 


BEWEIS: 
Nach Satz 2.2.3 ist die Funktion z : No —> R mit 


und beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung 
z(n+1)+p(n)-x(n)=0 aufNo. 
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8 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung 


Mit dem Anfangswert uo € R können wir die Konstante eindeutig auswählen: 


zm)=m e (e [mn # e- —u—. 
= (=ne -IT p0) 


Also ist die Funktion z : No —> R mit 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (2.2.5). 


Beachte: Es gilt 


n—1 
Ho: (-1)"°- JI p(k), falls n > no+1, 


k=no 


Ho; falls n = no, 


falls Ox£&n<m-1. 


Beispiel 2.2.6 (Anfangswertproblem) 


+1) + (147) z()=0, neNo, (2.2.6) 


1) Es gilt für alle n € No : 


Ga ner 1 n+2 

n) = = : 

p EL ne 

Dann ist i h 
= one 2 3 n+i1 

k — a a are z= 1. 

I% kei 1 we 
k=0 k=0 
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Nach Bemerkung 2.2.2 ist 
zn) = a (n+1) 
eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist 
z(n) = c: (-1"- (n +1) 
mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung 


1 
x(n +1) + (+=) -z(n)=0 auf No. 
n+1 


2) Weiter gilt 


r(5)=12 & e(-1)-6=12 & c=-2 


Also ist die Funktion z : No — R mit 
e({n) = (-2)- (-D*-(n+1)=2-(-N"" (n+)) 


die Lösung des Anfangswertproblems (2.2.6). 


Bemerkung 2.2.7 


Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten 


Sei p € R\{0}. Gesucht ist eine Funktion x : No > R, sodass für allen € No 
gilt: 
z{n+1l)+p-z(n)=0. (2.2.7) 


Für allen € No ist hier p(n) = p und 
n-1 n-1 
J[e® =] [p= 
k=0 k=0 
Nach Bemerkung 2.2.2 ist die Funktion xı : No > R mit 
s(n) = (-1)* - |] p(&) = (-1" p” = (-p)* 


eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist 


n 


x(n) = c- x(n) = c- (=p) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung (2.2.7) auf No. 
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§ 2.3. Lineare inhomogene Differenzengleichung erster Ordnung 


Beispiel 2.2.8 
Seien b, q € R. Die unendliche Folge (b„)nen, die rekursiv durch b, = bn-1 q 
für n > 1 mit dem Anfangsglied bọ := b definiert ist, heißt geometrische Folge. 


Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen: 
z(n+1l)-qg: x{n)=0, neNo, 
x(0)=b. 
I. Fall q £ 0 
1) Nach Bemerkung 2.2.7 ist x(n) = c- (—(—q))” = c- q” mit beliebigem c € R 
die allgemeine Lösung der Gleichung z(n + 1) -— q- x(n) = 0 auf No. 


2) Weiter gilt 


z0)=b & ceg =b & c=b. 


Also ist die Funktion z : No > R mit x(n) := b - q” die eindeutige Lösung 


dieses Anfangswertproblems. 


I. Fall q = 0 
Dann gilt 
sr(n+1)=0, neNo, 
i x(0)=b. 
Für alle q € R gilt hierbei q? := 1. Also ist die Funktion z : No — R mit 
x(n) := b - q” auch in diesem Fall die eindeutige Lösung des Anfangswertpro- 


blems. 


Bemerkung: Für die geometrische Folge (b„)nen, gilt: bn = b- q”. 


2.3 Lineare inhomogene Differenzengleichung 
erster Ordnung 


Satz 2.3.1 
Gegeben seien die Funktionen p, f : No > R, wobei p(n) # 0 für allen € No. 
Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differenzengleichung erster 
Ordnung 

z(n +1) + p(n) - 2(n) = f(n) (23.1) 
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auf No schreiben als: L = x*(n) + Lo, wobei Lo die Lösungsmenge der entspre- 


chenden homogenen Differenzengleichung 
x(n +1) + p(n): x(n) = 0 


und x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung ist. 
BEWEIS: 


Wir haben bereits in Satz 2.2.3 gesehen, dass Lo nichtleer ist. Wir werden in 


Bemerkung 2.3.4 zeigen, dass auch L # 2, mit anderen Worten existiert eine 


partikuläre Lösung x*(n) von (2.3.1) und es gilt auf No 
z*(n +1) + p(n) x*(n) = f(n). 
1. Sei zz(n) € L eine beliebige Lösung von (2.3.1). Dann gilt 
zn + 1) + p(n) : x(n) = f(n) 
auf No und somit 
zn + 1) — an + 1) + p(n) (ern) = x*(n)) =0. 


D.h., T(n) = x; (n) — x*(n) ist eine Lösung der homogenen Differenzenglei- 
chung 

z(n+1)+p(n)-z(n)=0 (2.3.2) 
auf No. Also gilt für jedes zz (n) € L : zı(n) = z* (n) + T(n) € r*(n) + Lo 
und L C r*(n) + Lo. 


2. Sei T(n) € Lo eine beliebige Lösung der homogenen Differenzengleichung. 


Dann gilt auf No: 

T(n +1)+p(n)- T(n) =0 
Da x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung 
(2.3.1) ist, folgt: 


z(n+1)+2"(n+1)+p(n)- (£in) +2*(n)) = f(n). 


D.h., (n) = T(n) + x*(n) ist eine Lösung der inhomogenen Differenzenglei- 
chung (2.3.1) auf No. Also gilt für jedes Z(n) € Lo : z*(n) + X(n) € L und 
*(n)+W<CL. 


Insgesamt haben wir L = x*(n) + Lo gezeigt. L 
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§ 2.3. Lineare inhomogene Differenzengleichung erster Ordnung 


Folgerung 2.3.2 


Wie wir schon wissen, ist 


immer eine Lösung der homogenen Differenzengleichung (2.3.2) auf No. Lässt man 
in c- xı (n) die Zahl c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle 


Lösungen der Gleichung (2.3.2). 
Also gilt für die Lösungsmenge Lo: 


o=fc-zıln):ceR}, 


dabei heißt c - xı(n) allgemeine Lösung der homogenen Differenzengleichung. Ist 
jetzt x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung (2.3.1), 


dann gilt nach Satz 2.3.1 für die LösungsmengeLL : 
L = {c x(n) + z*(n):c € R}. 
Man sagt: Durch 
x(n) = c- x(n) + x*(n) 


ist die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzengleichung erster 


Ordnung (2.3.1) gegeben. 
Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzenglei- 


chung erster Ordnung hat die Form 
en) = T(n) + x" (n), 
wobei x(n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe- 


renzengleichung erster Ordnung und x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomoge- 


nen Differenzengleichung ist. 
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Beispiel 2.3.3 


Seien a, d € R. Die unendliche Folge (a,)nen., die rekursiv durch 
an = an-ı td 


fürn > 1 mit dem Anfangsglied ao := a definiert ist, heißt arithmetische Folge. 


Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen: 


(2.3.3) 


1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z{n+1)-z{n)=0. 
Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
zn) = c- (--U)"=e 
mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der Gleichung 
z(n+1)-z{n)=0 auf No. 


2) Wie ist nun «*(n) zu wählen, falls d # 0? 


Dazu betrachten wir den Ansatz x*(n) = A -n mit A € R. Dann gilt für 
jedes n € No : 
r*(n+1)= A. (n+1) 


und 


r*(n+1)-—z*(n)=d & A- (n+1)—-A-n=d & A=d. 


Dann ist x*(n) = d - n eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung. 
Nach Satz 2.3.1 und Folgerung 2.3.2 ist 


x(n) =Z(n)+r*(n)=c+d-n 
mit c € R die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung auf No. 
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3) Weiter gilt 


20), ea) csa. 


Also ist die Funktion z : No — R mit 
z(n) =atd-n 
die Lösung dieses Anfangswertproblems. 
Bemerkung: Für die arithmetische Folge (a„)nen, gilt: an =a+d-n. 
Bemerkung 2.3.4 (Variation der Konstanten) 


Gegeben seien die Funktionen p, f : No — R, wobei p(n) # 0 für allen € No ist. 
Nach Bemerkung 2.2.2 ist xı : No > R mit 


eine Lösung der homogenen Differenzengleichung 
z(n+1)+p(n)-x({n) =0 
auf No. Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung 
x(n + 1) + p(n) in) = f(n) 


findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten: 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
xı*(n) = e(n) - zi(n), (2.3.4) 
wobei c : No > R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt: 
&(n+1l)=c(n+1l)-zı[n+]). 
In die Differenzengleichung (2.3.1) eingesetzt ergibt das auf No: 
cn +1): zıln +1) + pin) cin) zıln) = f(n) 
< cn+1)-zıln+1)-c(n)-zı(ln +1l)+c(n)-zı(n+1) 


- p(n) : e(n) - zı(n) = f(n) 
& (eln +1) -= e(n)) un +1)+e(n)- (win +1) + pin) zıln)) = fin) 
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wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion xı Lösung der homogenen Differen- 


zengleichung ist. Da 


k=0 
auf No ist, erhalten wir 
f(n) 
1) — = ; 
e(n +1) - c(n) S 
Daraus folgt 
n _ f(k) 
1 — jmn 
c(n + 1) — c(0) 2, AEN 
n f(k) 
1) = 
< e(n +1) a 
sowie 
n—1 
FR) 
= 0 
wobei c(0) € R beliebig gewählt werden kann. 
Beispiel 2.3.5 
n+1\” 2 
x(n +1) -— 5) - x(n) #3, neNo. (2.3.5) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
n+1\” 
)-(——) à = 0; 2.3.5h 
z(n+1) E9 xr(n)=0 (2.3.5h) 


Für alle n € No gilt: p(n) = (—1)- ( 
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eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist 


ern 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.3.5h) auf No. 


Wir suchen nun x*(n) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach 


Bemerkung 2.3.4 erhalten wir auf No 


n—1l n—1l n—1 
k 2. (k+ 2° 
e(n) — c(0) = = e =? (k+2) 
k=0 zılk +1) k=0 + k0 
n—1 n—1 
— 1 
E E ran 
k=0 k=0 
=n? +3n 
Also ist 


e(n) = n? + 3n + c(0). 
Wir nehmen (z.B.) c(0) = 2 und bekommen folgende partikuläre Lösung 


o n 3n+2 č (n+1) (n+2) 


z*(n) = e(n) un) = er 


Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung (2.3.5) auf No 


ist somit 


= = 1 +2 a 
zn) = En) +r) =E tr mit ER 


Bemerkung 2.3.6 (Konstruktion der Lösung des Anfangswertproblems) 


m +1)+p(n)-z{n)=f{n), nE€No, (2.3.6) 


z(no) = Ho. 
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BEwEIS: 
Nach Satz 2.1.2 existiert genau eine Lösung des Anfangswertproblems (2.3.6). 


Diese kann wie folgt konstruiert werden: Nach Satz 2.2.3 ist 


z(n) =€-xı(n) mitbeliebigem ČER 


die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf No, wobei 


n-—1 


zı(n) = (-1)"- IR #0 füralle n € No. 


k=0 
Nach Bemerkung 2.3.4 betrachten wir die Funktion c : No > R mit 
n—1 no-1l 
gr f(k) f(k) 
eln) ae) 2 zılk+1)’ 


wobei wir hierbei 


ELO zı(k + 1)’ 
gewählt haben. Es ist also 
S Fl) 
— fall > 1, 
I zer) als n È no+ 
=n0 
e(n) = 0, falls n = no, 
no—1 
_ Ban fals Ox£&n<m-1. 
kon xı(k + 1) 


Die Funktion x* : No — R mit 
x*(n) = e(n) - xı(n) 
ist eine partikuläre Lösung und 
x(n) = T(n) + @*(n) = (€+ c(n)) - xı(n) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung 
z(n+1)+p(n)- x(n) = f(n) auf No. 
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Mit dem Anfangswert uo € R können wir nun die Konstante c bereits ein- 


deutig bestimmen: 


nm) =o 8 (€+ clno))-xılno) = Wo > € 
= 


Also ist die Funktion z : No — R mit 


x(n) -( = + tm) il) 


tı (no) 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (2.3.6). 


Satz 2.3.7 (Superpositionsprinzip) 
Gegeben seien die Funktionen p, fı, f2 : No > R, wobei p(n) # 0 für alle n € No 


ist. Seien weiter x{(n) eine partikuläre Lösung von 

xz(n+1)+p(n):- x{n) = fı(n) (2.3.7a) 
und x5(n) eine partikuläre Lösung von 

z(n+1)+p(n) - z(n) = faln). (2.3.7b) 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung von 


(in +1) + p(n) : x(n) = fi(n) + Pin). (2.3.8) 
BEwEIS: 
Einsetzen von x*(n) in (2.3.8) liefert die Behauptung, weil x7(n) und x3(n) par- 
tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind. 


In der Tat gilt für jedesn € No: 


2*(n +1) + p(n) - 2*(n) = (i(n + 1) + s3(n + 1)) 
+ p(n) - (2/(n) + z3(n)) 
= (2}(n + 1) + p(n) - zi(n)) 

+ (z3(n + 1) + p(n) - 23(n)) 
"=> f(n) + f(n). 


(2.3.7b) 
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2.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung 
erster Ordnung mit konstantem Koeffizien- 


ten 


Bemerkung 2.4.1 
Gegeben seien eine Funktion f : No > R. und eine reelle Zahl p € R\{0}. Gesucht 
ist eine Funktion x : No —> R, sodass für allen € No gilt: 


z(n+1l)+p-xz(n)= f(n). (2.4.1) 
Nach Folgerung 2.3.2 und Bemerkung 2.2.7 hat die allgemeine Lösung der linearen 
inhomogenen Differenzengleichung (2.4.1) die Form 

z(n) = ž(n) + 2°(n), 
wobei 
z{n)=c:(-p" mit ceR 
die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Differenzenglei- 
chung 
z{n+1l)+p-z({n)=0 

und x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung ist. In 
Bemerkung 2.3.4 haben wir x*(n) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten 
gesucht. Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen x* (n) von (2.4.1) für 
einige Sonderfälle der rechten Seite f : No > R. 


i) f(n) = q” - Pm{n), wobei y € R\{0} und P,(n) ein Polynom vom Grad 
m E€ No ist. 


a) y Æ —p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
z“ (n) = 7” Qm{R), 


wobei Qm (n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 
Beispiel 2.4.2: x(n +1) + 3zr(n) = n? — An, 
Beispiel 2.4.3: x(n + 1)-— 2r(n) = 4” - (n+ 1). 
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b) y = —p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
a(n) =n: 7” -QmlN), 
wobei Qm(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 
Beispiel 2.4.4: x(n +1) - 5z(n) =5"-(n-1). 
ii) f(n) = Y" - (Pa(n) - cos(nıb) + Qı(n) - sin(ny)), wobeiy € R\{0} 
und y € R\{rk} mit k € Z. Dabei sind P,„(n), Qı(n) Polynome vom Grad 


m,l € No oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom. 
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
x&*(n) = Y" - (Sn(n) - cos(nıd) + Ty (n) - sin(nd)), 
wobei Sn(n), Tn(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{l, m} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 


Beispiel 2.4.5: x(n +1) + 2x(n) = cos (5 . n), 


Beispiel 2.4.6: x(n +1) — Ax(n) = 2” - sin (= . n) ! 


Beispiel 2.4.2 
z(n+1)+3z(n)=n?’-An, nENo. (2.4.2) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z(n+1)+3z({n) =0. (2.4.2h) 
Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
zn) = c- (-3)" 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.2h) auf No. 


2) Wir haben y = 1 # —3 = —p, sowie P(n) = n? — An und suchen nach 
Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 


Form 


z*(n)=A-n’+B:n+D mitA,B,DER. 
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Wir haben 

a(n+1)=A-(n+1)’+B-n+1)+D 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.2) ergibt: 
A-(n”+2n+1)+B-(n+1)+D+3-(A-"+B-n+D)=n’-4An 
& AA:n?+(2A+b+3B):n+(A+B+D+3D) =n?’—-4An 
& 4A: n?+(2A+4B):n+(A+B+4AD)=n?- An. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
A=- 
fäi 4 
9 
2A + 4B = —4 > re: 
A+B+4A4D=0 7 
D= — 
32 
Dann ist 
Rn LER: ua 7 
48 32 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.2). Nach Satz 2.3.1 
und Folgerung 2.3.2 ist 


z(n) = En) + 2*(n) = c- (-3)" + (7 2 n4 =) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
(2.4.2) auf No. 


Beispiel 2.4.3 
z(n+1)-2z{n)=4".(n+1l), neN. (2.4.3) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z(n+1)-2z(n)=0. (2.4.3h) 
Hier gilt p = —2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
T(n)=c. 2” 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.3h) auf No. 
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2) Wir haben y = 4 # 2 = -p, sowie Pı(n) = n + 1 und suchen nach Be- 
merkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 
Form 
x*(n)=4".-(A-n+B) mtA,BER. 
Wir haben 
r*(n+1)=4°+. (A. (n+1)+ B) 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.3) ergibt: 


AH . (A. (n+1)+B)-2-4".(A-n+B)=4"-(n+1) 


se 4-(A-(n+1)+B)-2-(A-n+B)=n+1 
<> 2A -n+ (4A+2B)=n+1. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


9A=1 
AA+2B=1 1 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.3). Nach Satz 2.3.1 
und Folgerung 2.3.2 ist 


s(n) = En) +2*(n)=c- +4". G R 5) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
(2.4.3) auf No. 
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Beispiel 2.4.4 
z(n+1)-5x(n)=5"-(n-1), neN. (2.4.4) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z(n+1)-5x({n) =0. (2.4.4h) 
Hier gilt p = —5 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
ein) =e»3" 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.4h) auf No. 


2) Wir haben y = 5 = —p, sowie P(n) = n — 1 und suchen nach Bemerkung 


2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
a*(n)=n-5"-(A-n+B)=5"-(A-n’+B-n) mitA,BeER. 
Wir haben 
=’ (n+1)=5"H.(A-n+1)?+B-(n-+1)) 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.4) ergibt: 


5°71. (A. (n? +2n+1)+B-(n+1)) 
—5.: 5". (A-n? +B- n)=5".(n-—1) 


E 5-(A-(n’+2n+1)+B-(n+1)) 

—5. (A-n? +B-n)=n-1 
<> 5- (2A+B-B)-n+5 (A+B)=n-1 
<> 10A-n+5-(A+B)=n-1. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


10A=1 10 
5BA+5B=-1 poa” 
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Dann ist 


’ n [P 3 gri=l 5 
xı*(n) =5 (5-5) IK (n? -= 3- n) 
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.4). Nach Satz 2.3.1 
und Folgerung 2.3.2 ist 


n—1 


E E a E (n? =3-n) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
(2.4.4) auf No. 


Beispiel 2.4.5 
x(n + 1) + 2z(n) = cos (= . n) , nENo. (2.4.5) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 


z(n+1)+2z(n)=0. (2.4.5h) 


Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.5h) auf No. 


2) Wir haben y = 1, Yy = >: P(n) = 1 und Q(n) = 0 (Nullpolynom) und su- 
chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei- 


chung in der Form 
2°(n)=A:c0s(5:n) +B-sin (Sn) mit ABER. 


Wir haben 


z*(n +1) = A: cos ( -(n+1))+B-sin (5 (0+1) 


=A: (s (G1) (G) -5n (5-1) s (G) 
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und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.5) ergibt: 
A- (-sin (Z-n)) + B-cos (Zn) 
+2- (Acos (Z-n) +B-sin(Z-n)) = cos (Z-n) 


< (24+ B): cos (Z-n) + (~A +2B) -sin (Z-n) = cos (Z-n) ’ 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


2A+B=1 
-A+2B=0 


Dann ist 


x*(n) =: (2: cos (Z-n) + sin (Z-n)) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.5). Nach Satz 2.3.1 
und Folgerung 2.3.2 ist 


x(n) = T(n) + r* (n) = c- (—2)” + L. (2- cos (Z-n) + sin (Z-n)) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
(2.4.5) auf No. 


Beispiel 2.4.6 
z(n+1)-4x(n) = 2” - sin (2 . n) ‚ nENo. (2.4.6) 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
x(n + 1)-— 4zr(n)=0. (2.4.6h) 
Hier gilt p = —4 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
T(n)=c-4" 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.6h) auf No. 


-56- 


§ 2.4. Lineare inhomogene Differenzengleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten 


2) Wir haben y = 2, d = >: P(n) = 0 (Nullpolynom) und Qo(n) = 1 und su- 
chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei- 


chung in der Form 
T ER 
an) = 2": (A-cos(5:n)+B-sin (>: n)) mitA,BER. 
Wir haben 


r*(n +1) = 2. (A: cos (Z@+) + B -sin (>: 0+1)) 


(a) 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.6) ergibt: 


(lg) aen (F-1)) 
4.2". (Acos (Z-n) +B-sin (Z -n))=2 -sin (Z-n) 


= (2B - 4A): cos (Z - n) +(-24-4B):sin (Z-n) = sin (Z-n) ; 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
—4A+2B=0 an 
i 2 

10 


Dann ist 


N) -Z. (cos (- ‘n +2- sin (Z-n)) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.6). Nach Satz 2.3.1 
und Folgerung 2.3.2 ist 


s(n) = En) 4a’) = 0:4". (c (Z-n) +2-sin(Z-n)) 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
(2.4.6) auf No. 
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Beispiel 2.4.7 (Anfangswertproblem) 


1 IN" 1 
saD-z esha) HEE EN gan 
x(0)=2. 


1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 


MORE : a (2.4.7h) 


1 
Hier gilt p = = und nach Bemerkung 2.2.7 haben wir 


Ferner ist 


ee o 


mit beliebigem € € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 


Differenzengleichung (2.4.7h) auf No. 


2) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 


1 n 
z(n+1)- > x(n) = G) (2.4.7a) 
nach Bemerkung 2.4.1 in der Form 
nen: G) -A mitAER. 
Wir haben 
1 n+1 
a+) =+ (5) -A 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.7a) ergibt: 


(n+1)- (4) 4-20 (N) -a- o 


1 1 
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zi{n)=n- (3) 2=- 2) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.7a) auf No. 


Dann ist 


Wir suchen eine partikuläre Lösung der innomogenen Gleichung 


ee l 


5 e (2.4.7b) 


nach dem Verfahren der Variation der Konstanten in der Form 
z3(n) = e(n) - zı(n), 


wobei c : No — R eine noch unbekannte Funktion ist. 


Nach Bemerkung 2.3.4 gilt für jedes n € No : 


n—l1 
1 
— c(0) = ee Ze ee Zen 
c(n) c(0) DL -ORASET) 

n—1 gk n—1 gk 
SRH Ar) 2 (+1 (21) 
ES. 1 35 1 1 
are RRE A ee 
1 1 
2,9 

Also ist 
(n) = 3 - + c(0) 
an 2 m4] C N 


Wir wählen (z.B.) c(0) = 0. Dann haben wir für jedes n € No die Gestalt: 


TER 1 an 
en) = = - —— = ——. 
20 mpl FI 


Folgt: 


T io k 1 
xž(n) = le = 
í 2+1 \2 2+1 
ist eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.7b) auf No. 


-59- 


Kapitel2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 
4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 2.3.7) ist 
x(n) = xi(n) + 25(n) 
eine partikuläre und 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 


1 i£ 1 
+1) -3:0n)= (3) FT 


auf No. 


5) Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = 2 bekommen wir 


z 1 3 
z(0)=2 05 2 =: 


Dann ist 
IDELDESDEF (F) +a (2) el 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.7). 


Beispiel 2.4.8 

Im Beispiel 2.2.8 haben wir die geometrische Folge (b,)nen., die rekursiv durch 
bn = bn-1 -q für n > 1 mit dem Anfangsglied bọ := b definiert ist, untersucht 
und gezeigt, dass b, = b - q” für alle n € No gilt (für alle q € R ist hierbei 
q? = 1). Die summierten Glieder dieser Folge bilden eine neue Folge (onnen, 
die rekursiv durch on := on-ı + bn fürn > 1 mit dem Anfangsglied ou := bo 


definiert ist. Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen: 


z(n+1)-x{n)=b-q"*, neN,, (2.48) 
z(0)=b. 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z(n+1)-z{n)=0. (2.4.8h) 
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Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 


Ein)=& 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.8h) auf No. 


Wir suchen eine partikuläre Lösung der innomogenen Gleichung 
z(n+1)-z{n)=b-g"*. 
I. Fall: J; 0, b0 
Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir x*(n) in der Form 
z*’(n) = A-b-q"*" mit AER. 
Wir haben 
r*(n+1)=4A-b g”. 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt: 


Arber — A-b- gtt =b. qt 


1 
<> A-(a-1)=1 <> A= —— 
b#0,9£0 (a ) qŻ1 q—1 
Dann ist 
ke b- ger 
zen) Fe 
eine partikuläre und 
b- ge 
x(n) = En) Fen)=cH gi 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung. 


Mit Hilfe des Anfangswertes (0) = b bekommen wir 


b-q b 
0)=b s —— =b > -——, 
x(0) ae c TE 
Dann ist b 7 a TET 
q” q” u, 
zrn Sofea ee 
x(n) Fi Jei dei 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall. 
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I. Fal:q=1, b£0 


Die inhomogene Gleichung lautet 
z(n+1l)-z{n)=b. 
Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir x*(n) in der Form 
z’(n)=A-:n mitAER. 
Wir haben 
z(n+1)=A-(n+1). 
und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt: 


An) Am Br Ash, 


Dann ist x*(n) =b-n eine partikuläre und 
x(n) = T(n) + r*(n)=c+b-n 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung. Mit Hilfe des Anfangswer- 


tes z(0) = b bekommen wir 
x(0) =b < Gb, 
Dann ist 
z(n)=b+b-n=b-(n+]) 
die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall. 
II. Fall: q = 0 oder b = 0 
Wir bekommen das Anfangswertproblem 


z(n+1)-x{n)=0, nENo, 
xz(0)=b. 


Nach 1) ist x(n) = cmitc € R die allgemeine Lösung der Differenzengleichung. 


Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = b bekommen wir 
x(0) =b < E= b. 


Dann ist 
z(n)=b 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall. 
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Bemerkung: Insgesamt gilt für die summierten Glieder einer geometrischen Fol- 
ge (n € No): 


falls q#1, 


On = q—-1 i 
b- (n+1), fals q=1. 

Beispiel 2.4.9 
Im Beispiel 2.3.3 haben wir die arithmetische Folge (a,,)nen,, die rekursiv durch 
An = an-ı +d für n > 1 mit dem Anfangsglied a, := a definiert ist, untersucht 
und gezeigt, dass an = a+d:nfürallen € No gilt. Die summierten Glieder 
dieser Folge bilden eine neue Folge (s,„)„en,, die rekursiv durch sn = s„-ı + an 
fürn > 1 mit dem Anfangsglied sọ := ao definiert ist. Wir können diese als 


folgendes Anfangswertproblem auffassen: 


z(n+1)-x{n)=a+d:(n+1l), neNo, (2.4.9) 
xr(0)=a. 
1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet 
z(n+1)—zr(n)=0. (2.4.9h) 


Hier gilt p = —1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist 
Tn) =e 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen 
Differenzengleichung (2.4.9h) auf No. 


2) Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 
Gleichung 
z(n+1l)-xz{n)=a+d-(n+1) 


in der Form 
a*(n)=n-(A-n+B)=A-n’+B:n mitA,BeER. 
Wir haben 


ı*’(n+1)=A-(n+1)” +B-(n+1) 


-63 - 


Kapitel 2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 


und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt: 


(A-(n+1)?+B-(n+1))- (A-n+B-n)=a+d-(n+1) 
< 2A-n+(A+B)=a+d-(n+1l). 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


d 
9A=d A=7 
<€ 
A+ B=a+d Bei 


Dann ist 
x*(n) = a n? + Pan n 
=a 2 
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 2.3.1 und 


Folgerung 2.3.2 ist 


a(n) = En) +a°(n)=c+$-n°+ (+5) n 


mit beliebigem c € R die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung 
auf No. 


w 
— 


Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = a bekommen wir 


Dann ist 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.9). 
Bemerkung: Für die summierten Glieder einer arithmetischen Folge gilt: 


d-n- 1 
a ee, n € No. 
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3 Lineare Differentialgleichungen 


zweiter Ordnung 


Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet I C R ein beliebiges Inter- 
vall, d.h., / ist eine nichtleere zusammenhängende Teilmenge von R, die 
ein nichtleeres Inneres hat. Gehört ein Randpunkt zum Intervall, so be- 
trachten wir für die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein- 


seitigen Grenzwert. 


3.1 Anfangswertproblem für lineare Differenti- 


algleichungen zweiter Ordnung 


Definition 3.1.1 

Gegeben seien die Funktionen p,q, f : I — R, die auf einem Intervall I definiert 
und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktion y : I — R, 
sodass für allex € I gilt: 


y” (x) + p(x) - y'(x) + ala) via) = FR). (3.1.1) 


Gleichung (3.1.1) heißt lineare (gewöhnliche) Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Die Funktion y : I — R heißt Lösung der Gleichung (3.1.1) auf dem Intervall I. 


Satz und Definition 3.1.2 
Seien die Funktionen p,q, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig, 
sowie x, € I. Dann existiert für beliebige yo, yọ € R auf I genau eine Lösung des 


Kapitel 3 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 


Anfangswertproblems 


Für einen Beweis verweisen wir auf Heuser [1, Satz 21.4]. 


Bemerkung und Definition 3.1.3 

Ist f(x) = 0 für alle x € I, so heißt Gleichung (3.1.1) lineare homogene Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung, andernfalls heift diese lineare inhomogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


3.2 Lineare homogene Differentialgleichung 


zweiter Ordnung 
Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung 
y" (x) + plx) - y'(x) + q(x) year) = 0 (3.2.1) 


(dabei sind die Funktionen p,q : I — R auf I definiert und stetig). 


Satz 3.2.1 
Seien y1, y2 : I — R zwei Lösungen von (3.2.1), dann ist y(x) := cı - yı(x) + 
C2 : Ya(x) ebenfalls eine Lösung von (3.2.1) auf I, wobei c1, c2 € R zwei beliebige 


Konstanten sind. 


BEWEIS: 


Da yı und yz zwei Lösungen von (3.2.1) sind, gilt für alle x € T: 


yi (z) + p(x) - yi(£) + q(x): yıla) = 0 (3.2.2a) 
und 
yal(x) + p(x) - yal(x) + q(x) - y2(x) = 0. (3.2.2b) 
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8 3.2. Lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Dann folgt für y(x) := cı yı(z)+ca2-y2(x), mit beliebigen Konstanten c1, c2 € R: 


y” (x) + ple) -y (z) +a(z)- ylz) 
= [cı - yı(£) + c2 - y(x) 
+ plx) - [c1 y(x) + c2 yalz))' 
+ qlz) - [e1 < yi(£) + c2- y2(2)] 
= a: [yi (£) + Pla) y(x) + a(x) Yıla)) 
+ c2- [yz (x) + p(x) - ya(£) + g(x) - y2(x)] 


0 fürallex el. 


„ 


6.2.24) 
(3.2.2b) 


Nach Definition 3.1.1 ist also 


ya) = c - y (2) + C2 ya(2) 


eine Lösung von (3.2.1) auf I, wobei c1, c2 € R beliebige Konstanten sind. 


Definition 3.2.2 (Komplexwertige Funktion der reellen Variablen) 


Eine Abbildung g : I —> C heißt komplexwertige Funktion der reellen Variablen. 


Bemerkung und Definition 3.2.3 
i) Jede komplexwertige Funktion g : I — C der reellen Variablen lässt sich in der 
Form g = u +i- v schreiben, wobeiu, v : I — R zwei reellwertige Funktionen 


sind. 


ii) Seien die Funktionen u,v : I — R auf einem Intervall I definiert und ste- 
tig und an der Stelle xo € I differenzierbar. Dann heift die komplexwertige 


Funktion g = u + i - v an der Stelle xo differenzierbar und wir setzten 
g' (z0) = w (£o) + i - vVeRo)- 


iii) Seien die Funktionen u,v : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig, 
so besitzen sie dort ihre Stammfunktionen U bzw. V. Dann ist die Funktion 
G : I —> C mit G(x) = U(x) +i- V(x) eine Stammfunktion der Funktion 
g=u+i-vaufl. 
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In der Tat gilt nach ii) für alle x € I: 
(G(x)) = (U(x) +i- V(x) = U'(x) +i- V'(x) = u(x) +i- v(x). 


Ferner setzen wir 


foo) dx = ful) de +: f v) dz 
f soja = [si f vear, 


wobei |c; d] C I ein beliebiges beschränktes abgeschlossenes Intervall ist. 


auf I und 


iv) Gegeben seien die Funktionen p,q, f : I — R, die auf einem Intervall I 
definiert und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktion 


y : I —> C, sodass für alle x € I gilt: 
y” (x) + p(x) ya) + ala) ver) = f(z). 


Die Funktion y : I — C heißt (komplexwertige) Lösung dieser Gleichung. 


Beispiel 3.2.4 
Seien a, 8 € R und à := (a + i - 6) € C. Dann ist die Funktion g : R —> C mit 
g(x) := eò™ auf R wohldefiniert und es gilt für alle x € R: 


er? T- elati-B)r a e27ti pr — eat, erde w e2. (cos(Bx) gaje sin(8x)) 


= e% . cos( 8x) +i- e% - sin(Pr), 
wobei wir in (*) die EULER sche Forme?’ benutzt haben: 


EULER’ sche Formel 


eE = cos(£) + i - sin(£) für alle E € R. 


3Leonhard Euler, 1707-1783 
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i) Nach Definition 3.2.3 ist die komplexwertige Funktion g auf R differenzier- 
bar und für jedes x € R gilt: 


(e) = (e°® - cos(Bx) + i - e°? - sin(8x))' 

= (e° . cos(8x)) + i- (e°” -sin(Br))' 

= e®™" . a. cos(x) + e% . (-B) - sin(bx) 
+i- (e* a sin(Bx) Fe - B- cos(Br)) 
a- e® . (cos(ßx) +i- sin(8x)) 
+i-8:6°  (00(B2) +i sin(da)) 


=a- ti B es A. 


—1 


i2 


Also gilt für jedes x € R : 


Ca =) e, wobei à € C ist. (3.2.3) 


ii) Gilt außerdem a? + 8? £ 0, d.h., A = (a +i- 6) € C\{0}, so besitzt die 
komplexwertige Funktion g eine Stammfunktion auf R. Nach Definition 
3.2.3 erhalten wir mit beliebigen C1, Co € R: 


fe dz = Je - cos(x) dz +i- a - sin(x) dx 


> Be - (a - cos(Bx) + 8 - sin(dx)) + c| 


+i- Ba - (a sin(Bx) — B- cos(Bx)) + c: 


P=] are 


- (cos( 8x) + i- sin(8x)) 


—i. i - (cos(Bx) +i- sin(Bx)) + (C1 +i- C2) 
=C 
O g 
Ar : Ar 
"ee gte tl micee 
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D.h., auf R gilt 


1 
fe dr = n e +C mit à € C\{0} und C € C. (3.2.4) 


Übung 


Weisen Sie die Umformung (**) in der obigen Rechnung nach. 


Satz 3.2.5 
Ist y(x) = u(x) +i- v(x) mit den reellen Funktionen u,v : I — R. eine kom- 
plexwertige Lösung von (3.2.1), dann lösen diese beiden Funktionen ebenfalls diese 


Differentialgleichung. 


BEwEIS: 
Da die Funktion y = u + i - v eine komplexwertige Lösung von (3.2.1) ist, gilt 
für alle x € I (nach Definition 3.1.1): 


+ p(a)  [ula) +i- ve)! 
+ q(x): [ule) +i- v(x)] 
= [u"(x) + p(x) Wer) + ala) ur) 
+i- oz) + p(z): v'(x) + g(x) va). 


Für jedes x € J liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen 


1 


r + p(z): u'(x) +q(x) : u(z)=0, 
v" (x) + p(z) - v'(x) + glx) ver) =0. 


Nach Definition 3.1.1 sind also die Funktionen u, v Lösungen der homogenen 
Gleichung (3.2.1) auf Z. 
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Beispiel 3.2.6 
Die komplexwertige Funktion y : R— C mit y(x) := e?” ist eine Lösung der 
Gleichung 

y") +4 ya) = 0 


auf R. In der Tat gilt nach Beispiel 3.2.4 ii) für jedes x € R : 


y’(z) +4- ya) = 4.440. 


Nach der EULER’ schen Formel gilt für jedes x € R: 
y(x) = e* = cos(2r) +i- sin(2x) . 


Für jedes x € R seien u(x) := cos(2x) und v(x) := sin(2x). Dann gilt auf R: 


u(z) = -2sin(2r) , v'(x) = 2 cos(2x), 
u” (x) = —4cos(2x), v" (x) = —4sin(2x), 
u”(x) + 4ulz)=0, v” (x) + 4z) =0. 


D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Lösungen von y”(x) +4: y(x) = 0 
auf R. 


Definition 3.2.7 
Seien die Funktionen y1, y2 : I > R auf einem Intervall I definiert und differen- 
zierbar. Dann heift die Determinante 


W(x) := det 2) =i vl 


f 


ya) yale) 


WRoNSKI-Determinanté dieser Funktionen. 


Definition 3.2.8 

Seien yı und y zwei verschiedene Lösungen von (3.2.1). Dann heißt {yı, ya} ein 
Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I, falls für die WroNsKI-Determinante dieser 
Funktionen stets W(x) #0 für alle x € I erfüllt ist. 


tJosef Maria Hoëné-Wronski, 1776-1853 
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Beispiel 3.2.9 
YV(X)-y(a)=0, TER. 


1) yı(z) := e” und ya(x) := e7” sind Lösungen dieser Gleichung auf R. In der 
Tat gilt für jedes x € R: 


Nach Definition 3.2.8 ist {e”, e””} ein Fundamentalsystem von y”(x)— y(x) = 0 
auf R. 


Satz 3.2.10 
Seien yı und y> zwei verschiedene Lösungen von (3.2.1). Existiert ein xo € I mit 
W (xo) #0, so gilt W(x) #0 fürallx € I. 


BEWEIS: 
Da die Funktionen y1, y2 : I — R zwei verschiedene Lösungen der Gleichung 
(3.2.1) sind, gilt für jedes x € I und jedes k € {1,2}: 


y(x) + plz) ypl(x) +q(2) - yrlz) =0 
> (2) = -p(&) - y(x) — q(x) - yels). 


Wir untersuchen die Funktion W : I — R , wobei 


= yılz) Yale) — yi (2) : y(x) 


WROoNnsKI-Determinante der Funktionen yı, yə auf / ist. 
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Die Funktion W ist auf Z differenzierbar und für jedes x € / gilt: 


we) = [yi (2) a) — yi (2) - yala) 
= yi (2) - ya(£) + y(x) - y2 (x) — yi (x)  yala) — yi (2) - y(x) 


= -p(x) - y(x) ala) + p(z) - Yılz) - y2(x) 
= —p(x) - |yılz) Ya) — yi (x) - y2(x)] 


Das Anfangswertproblem 


W'(e)=-ple) Wie), 
W(x)=W, (mit Wo € R). 


ist auf / eindeutig lösbar (vgl. Folgerung 1.2.5) und es gilt für jedes x € T: 


= f p&)dt 
W(x) = W (zo) e % 


Somit folgt: Ist W (xo) Z 0, dann gilt W (x) Æ 0 für alle z € I. 


Satz und Definition 3.2.11 


Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung. 
Sei {y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I, dann lässt sich jede Lösung 
y: I — R von (3.2.1) in der Form 


y(x) = cı  Yyılz) + c2 - y(x) 


darstellen, wobei die Koeffizienten c1, c2 € R eindeutig bestimmt sind. 

Lässt man in cı : y(x) + c2 : ya(x) die Koeffizienten c1, co unabhängig von 
einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen 
der Gleichung (3.2.1). 
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Man sagt: Durch 
y(z) = cı  yılz) + c2  yalz) 
ist die allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung 
y’(z) + plx) - y'(z) + g(x) ya) = 0 
auf I gegeben. 
BEWEIS: 


Da {yı, Y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist, ist nach Definition 3.2.8 und 
Satz 3.2.1 jede Funktion y: Z — R mit 


immer eine Lösung von (3.2.1) für beliebige c1, c2 € R. 
Seiy: I — Reine beliebige Lösung von (3.2.1). Wir zeigen: Es existieren 
c1,C2 € R, sodass auf / gilt: 


Y(z) = c  Yılz) + c2 - y(x). 


Dazu nehmen wir ein beliebiges x, € I und bestimmen (xo) und Y (zo). Wir 


suchen also c1, € € R mit: 


i -Yılzo) + c2 ` y2(z0) = Yao), 


C1 : Yı (20) + c2 * ya(T0) = Y (10) . 


*) 


Weiter gilt 

Yyılzo) Yalzo) 
yılzo) Y(Xo) 
da {yı, ya} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist. Dann ist das LGS (x) eindeutig 


= W (zo) # 0, 


für c1, ca lösbar. Sei {c1,c2} diese eindeutige Lösung des LGS (x). Wir untersu- 


chen die Funktion y: I > R mit 
y(x) = & yılz) + & Yale). 
Nach Satz 3.2.1 ist y eine Lösung von (3.2.1) auf / und 


y(Xo) = & Yılzo) + ĉ2  Yyalzo) = Yo), 
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sowie 
y (zo) = & Yılzo) + & Yalzo) = Y (£0). 


Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems (Satz 3.1.2) gilt 
für alle x € T: 


und 
Ye) = a: yılz)+&:yalz) 


Dann ist jede Lösung von (3.2.1) in der Form cı - yı (£) + c2- y2( x£) mitcı,a E R 
darstellbar. 


Beispiel 3.2.12 
Y(z)+y(2)=0, zeER. 


1) yı(z) := cos(x) und ya(x) := sin(x) sind Lösungen dieser Gleichung auf R. 
In der Tat gilt für jedes x € R: 


y(x) = — sin(x), y(x) = cos(x) , 
yi (z) = — cos(x) , y2(x) = - sin(x), 
yi (2) +y(2)=0, ya(2) + y2(2) =0. 


2) Nach Definition 3.2.7 gilt für alle x € R: 


y(x) yəlx) cos(x) sin(x) 
yılz) yale) 


=1#0. 


W(x) = = cos?’ (x) + sin? (x) 


— sin(x) cos(x 


Nach Definition 3.2.8 ist somit {cos(x),sin(x)} ein Fundamentalsystem von 
y” (x) + y(x) = 0 auf R. 


3) Die allgemeine Lösung der Gleichung y”(x) + y(x) = 0 auf R lautet also 
nach Satz 3.2.11: 


y(z) = cı:cos(x) + c - sin(x) mitbeliebigen c1, c2 E€ R. 
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Satz 3.2.13 

Sei yı eine Lösung von (3.2.1), sodass yı(x) # 0 für alle x € I. Dann kann man 
eine zweite Lösung yz der Gleichung (3.2.1) bestimmen, sodass {yı, ya} ein Funda- 
mentalsystem von (3.2.1) bildet. 

BEWEIS: 

Wir suchen die Lösung yz in der Form ya(x) = yı(z) - u(x), wobei u : I > R 


eine unbekannte zweimal differenzierbare Funktion ist. Dann gilt: 


Ye) = yıla) ul) + y(x) We), 
y2 (z) = yi (z) - u(x) + 2y; (x) WR) + y(x) - u” (2). 


In die Differentialgleichung (3.2.1) eingesetzt ergibt: 


yi (zx) - u(x) + 2y1 (x) -u (£) + y(x) - u” (x) 
+p(2) la) - u(x) + y(x) -u'(x)) + ala) y(x) ur) = 0 


S (y"(@)+p(z)-yi(x) + alx): yi(2)) ulz) 


+yi(2) ua) + (2y (x) + p(x) la) Wer) = 0, 


da yı eine Lösung von (3.2.1) ist. Die unbekannte Funktion u genügt also der 


Differentialgleichung 


yılz) u”(x) + (2y1 (2) + p(x) yılz)) wer) = 0 
2yı (2) 


< u” (x (#0. 2) w) =0. 3.2.5 
Sn w) + (+ pa) ) la) 6.25) 
Mit anderen Worten genügt u’ einer linearen homogenen Differentialgleichung 


erster Ordnung auf I. Bezeichnet P : I — R eine Stammfunktion von p, so 
2yi(2) 
yı(zx) 


ist P(x) := In ((yı(x))?) + P(x) eine Stammfunktion von + p(x). Nach 
Bemerkung 1.2.2 ist dann 
e P@) 


(a)? 


eine Lösung von (3.2.5) auf J und wir erhalten u als eine Stammfunktion von 


-In((vı(@)?)- Pe) 


u(x) = e 


u. Mit dieser Funktion u ist also y(x) = yı(z) - u(x) eine (weitere) Lösung der 
Gleichung (3.2.1) auf T. 
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Nach Definition 3.2.7 erhalten wir ferner für alle x € T: 

yılz) yə(x)| _ |y(2) yılz) - u(x) 

ya) ne) (uile) yil): ulz) + yiz): u(x) 

= yı(x) (ya) u(x) + y(x) - u'(2)) — yi (z) : y(x) : u(x) 
= (n (2)}? (e) = PO 0, 


Somit ist {yı, y2} nach Definition 3.2.8 ein Fundamentalsystem der Gleichung 
(3.2.1) auf I. 


W(x) = 


Beispiel 3.2.14 
y”(x)— 2y'(x)+ylzr)=0, zEeR. (3.2.6) 


1) Wir suchen zunächst eine komplexwertige Lösung yı in der Form 
yı(z) := eè mit A € C. Dann gilt nach Beispiel 3.2.4 für jedes x € R: 


E= A aN 
yi (z) -2y (2) + u(r) =0 & (X° -2A+1)-e=0 


= ?-23+1=0 8 A-1=0 & I=1. 
eàT £0 


Also ist yı (x) = e” eine reellwertige Lösung der Gleichung (3.2.6) auf R. 


2) Wir suchen eine weitere Lösung ya in der Form yz(x) := e” - u(x), wobei 


u: R —> R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes x € R gilt: 


T. 


yal) = (et ur) = e - u(x) +e” -u'(x) und 
ya(z) = (e - u(x) + e - u'(2))' 


+e- u(x) +e”. u(x) +e”. u”(x) 


S 


+ 2e” - u'(x) +e - u”(x). 


Mit der Bedingung y5 (x) — 2y5(x) + y2(x) = 0 erhalten wir 


=> 
e”Z£0 


u(z)=m-x+n mitbeliebigen m,n €R. 
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Wir nehmen (zB) n = 0 und m = 1, woraus u(x) = x und somit 
y(x) = x: e” für alle x € R folgt. Also ist ya(x) = z - e” auch eine Lösung 
der Gleichung (3.2.6) auf R. 


3) Nach Definition 3.2.7 gilt für alle x € R : 


Nach Definition 3.2.8 ist somit {e”, x - e”} ein Fundamentalsystem der Glei- 
chung (3.2.6) auf R. 


4) Die allgemeine Lösung der Gleichung (3.2.6) auf R lautet nach Satz 3.2.11: 
y(z) =cı:e”+ca:x:e” mitbeliebigen c1, C2 ER. 
Satz 3.2.15 


Die Funktionen p,q : I — R. seien auf einem Intervall I definiert und stetig. Dann 
besitzt die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung 


y" (2) + p(z) - y'(x) + ala) year) = 0 

ein Fundamentalsystem auf I. 
BEwEIS: 
Wir wählen ein beliebiges xo € I und finden zwei (spezielle) Lösungen yı und y2 
der homogenen Differentialgleichung (3.2.1) mit folgenden Anfangsbedingun- 
gen: 

yılzo) =1 an yalzo) = 0 

Yılzo) =0 yə(z0) = 1 
Nach Satz 3.1.2 sind die Funktionen yı und y2 im ganzen Intervall / eindeutig 
bestimmt. An der Stelle x, erhalten wir für die WRoNsKI-Determinante dieser 
Funktionen: 
Yyı(lzo) Yalo) 
yılzo) Ya(Xo) 
Nach Satz 3.2.10 ist W (x) # 0 für alle x € I und nach Definition 3.2.8 ist somit 
{yı,ya} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf T. 


W (xo) = 


-78 - 


§ 3.3. Lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


3.3 Lineare homogene Differentialgleichung zwei- 


ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Definition 3.3.1 
Gegeben seien p,q € R. Gesucht ist eine Funktion y : R — R, sodass für alle 
x € R gilt 
ya) +p- y(x) +q: ya) = 0. (3.3.1) 

Die Gleichung (3.3.1) heißt lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion y : R — R heißt Lösung der 
Gleichung (3.3.1) auf R. 

Eine Funktion y : R— C, die (3.3.1) erfüllt, heißt komplexwertige Lösung der 
Gleichung (3.3.1) auf R. 
Bemerkung und Definition 3.3.2 
Wir suchen Lösungen der Gleichung (3.3.1) in der Form 


ylz) =e 
mit A € C. Nach Beispiel 3.2.4 gilt für jedes x € R : 
y(r) =A- 6, y(x) =X- e. 
In Gleichung (3.3.1) eingesetzt: 
A? -e +p- à- +q- e = 0, 
liefert unter Berücksichtigung, dass eè # 0 für alle x € R und alle A € C: 
A +p- -à+q=0 (3.3.1c) 


2 
> à= -5 = (5) 4. 
Gleichung (3.3.1c) heißt _charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (3.3.1) 
und D = (2) ge q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (3.3.1c). 
Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion y : R— C mit y(x) = e^% und 
A € C ist genau dann eine (komplexwertige) Lösung von (3.3.1) auf R, wenn A 


eine (komplexe) Lösung der zugehörigen charakteristischen Gleichung (3.3.1c) ist. 
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2 
L. Fall (2) sgi 


. p p\? p p\? 

S Deren (2) zg ee (2) ; 

elen ^1 5 5) q 2 5 q 

Dann sind {X1,A2} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi- 


schen Gleichung (3.3.1c). 


Die reellwertigen Funktionen yı,y : R —> R mit yı(z) := e^” und 


yə(x) := eè?” bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf R. In der Tat: 


Die Funktionen y1, ya sind Lösungen von (3.3.1) und für alle x € R gilt: 


eà ei2? 
W(x) = Yılzo) vazo) u 
Yılzo) Yalzo) Ape? Ay. eA2? 
as eò g Ag . e27 a A : erı? . ei2? > (A2 = Aı) . a 2 0, 
da Ài A An. 


Folgerung 3.3.3 
Nach Satz 3.2.11 ist die Funktion y : R— R mit 


Y(T) = cı- eò? +0 e? 
und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (3.3.1) im Fall (2) -q>0. 
Beispiel 3.3.4 
y’(2) - 2/2) -3y(2)=0, zER. 
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist 


X —2)\—3=0 » A=-1 oder A=3. 


Seien Aı := —1 und Aa := 3. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R — R mit 


yılz) =e”" und y(x) := e?" 


ein Fundamentalsystem der Gleichung y”(x) — 2y'(x) - 3y(z) =0 aufR. 
Nach Folgerung 3.3.3 ist 


y£) = & e7” + c: e?” 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R. 
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2 
II. Fall (2) —q=0 
Die reelle Zahl À := -5 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung 
(3.3.1c) (mit Vielfachheit r = 2). Die reellwertige Funktion y, : R > R 
mit yı(z) >= eò und À = 5 ist eine Lösung von (3.3.1). Wir suchen eine 
weitere Lösung y2 : R — R in der Form 


yo(x) = eè - u(x), 


wobei u : R — R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes x € R 
gilt: 
y(2) = [e> - u(x) = A -0 - u(x) +e% We), 
ytle) = A? -e™ - ul) +2A -e -u (x) +e% - u”(x). 
Dann gilt: 
yal) +p- ylz) +q: Yale) = 0 
4 X? -e ulz) +2X- e% -u (x) +e -u”(x) 


+p- [A e - u(x) +e% - u'(2)] +g- e- le) = 0 


— [X +p-A+g)-ue)+(2A+p)- u'(x)+u"(£)] -e= 0 
<> (A> +p: A+q)- ulr) + AH: u'(z) +u" (x)= 0, 
eòT £0 ——— u — 
=0 =0 
da à = 5 (&2X\+p=0) eine Lösung der charakteristischen Gleichung 
ist. Es folgt 
uW(X)=0 & ua)=m-xz+n mitbeliebigen m,n €R. 


Wir nehmen (z.B.) n = 0 und m = 1, woraus u(x) = x und somit 


ylz) = x- e% 
sich ergibt. 
Die Funktionen y1, y2 : R —> R mit yı(z) := eè und y(x) = g- eè 
(wobei X = 5 ist) bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf R. In 
der Tat gilt für alle x € R : 
ei? r- ei? 
y(x) y(x Na ei? ei? +AT: ei? 
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Folgerung 3.3.5 
Nach Satz 3.2.11 ist die Funktion y : R— R mit 


Au _ Er 


ylz) = a:e +o- r-e e G +c- r) 


2 
und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (3.3.1) im Fall (5) —q =Q. 
Beispiel 3.3.6 

y”(x)+ 6y (x) +9y(zr)=0, rER. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung ist 


àA? +6å+9=0 & A=-3 (mitVielfachheitr = 2). 


Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R— R mit 


3x 


y = e7 und p=r-e” 


ein Fundamentalsystem der Gleichung y”(x) + 6y'(x) + 9y(z) = 0 aufR. 
Nach Folgerung 3.3.5 ist 


e 


y(z) =e Cı + C2- x) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R. 


2 2 
II. Fall (2) 40: 1- (È) >0 
Wegen 


2 
sind A=a+ti-ß mita = 5 undd = 4/q — (2) zwei verschiedene 


komplexe Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.3.1c). 
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Die komplexwertigen Funktionen yf, y3 : R — C mit 


pila) = CTA PEA oe , (cos(Ax) +i sin(x) 
und 

yž(x) = eA = elti (-2))e 
ea? P (cos((-ß)) + 1- sin((-3)x)) 
= e% . (cos( Bx) -i-sin(Pr)) 


Bsp 3.2.4 


sind Lösungen der Gleichung (3.3.1). 


Nach Satz 3.2.5 sind somit auch Re(ył(x)), Im(yr(x)), Re(yż(x)) und 
Im(y3(x)) Lösungen der Gleichung (3.3.1). 


Wir wählen (z.B.) 


yılz) = Re(yi(@)) = e° - cos(ßr) 


und 


Y(z) = Im(yi(z)) = e% - sin(8x). 


Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R — R ein Fundamentalsystem von 
(3.3.1) auf R. In der Tat gilt für alle x € R: 


e°? . cos( 8x) e°% . sin( 8x) 


a -e° .cos(Bx) — 8 -e° -sin(Bz) a-e** -sin(Bx) + £ -e° - cos(Bx) 


"E (a - cos(Bx) - sin(3x) + 8 - cos’(Bx) 
— a: cos(x) - sin(dx) + 8- sin?(82)) 
= e° . 8. (cos?(Bx) + sin? (bx)) = B- e°% £0, 
S 


=1 


denn e? Æ 0 und 8 # 0 (s.o.). 
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Folgerung 3.3.7 j 
Nach Satz 3.2.11 ist im Fall (2) — q < 0 die Funktion y : R —> R mit 


ylz) := ce” - cos(Bx) + ca e°” - sin( 8x) 
= e% . (& - cos( px) + c - sin(8x)) 
und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (3.3.1) auf R. 
Beispiel 3.3.8 
i) y"(x)+9y(z)=0, TER. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet 


X+9=0 & Aàs+ti-3. 
Es gilt a = 0 und 3 = 3. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R —> R mit 
y(x) = cos(3r) und y(x) := sin(3r) 

ein Fundamentalsystem der Gleichung y”(x) + 9y(x) = 0 auf R. 
Nach Folgerung 3.3.7 ist 

y(x) = c : cos(3x) + ca - sin(3x) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R. 

ii) y(x) +2y'(x)+5ylr)=0, TER. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet 


X2 +2A+5=0 8 A=-1+i:?. 


Es gilt a = —1 und p = 2. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R —> R mit 
yılz) := e7 - cos(2x) und y(x) := e”” - sin(2x) 


ein Fundamentalsystem der Gleichung y” (x) + 2y'(x) + 5y(x) = 0 auf R. 
Nach Folgerung 3.3.7 ist 


y(z) = e™ - (cı - cos(2x) + cz - sin(2x)) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R. 
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3.4 Gedämpfter elektrischer Schwingkreis 


Ein elektrischer Schwingkreis besteht aus ei- 
nem OnuMm’schen Widerstand’ R > 0, einem 
Kondensator mit der Kapazität C > 0 und 
einer Spule mit der Induktivität L > 0. Zum 
Zeitpunkt to = 0 wird der Kondensator gela- 


den und anschließend über den Widerstand 


und die Spule entladen. Es ergibt sich eine 


gedämpfte Schwingung. 
Nach dem zweiten KIRCHHOFF’schen Gesetz° gilt: 
Url) + Volt) +U,(t)=0, tEeR”. (3.4.1) 


Wobei wir mit Ur die Spannung am Widerstand, mit Uc die Spannung am Kon- 


densator und mit Uz die Spannung an der Spule bezeichnen. Es gilt: 


t 2 : 
URIO; Ve) =; nri 100; 
dabei sind / := I(t) Stromstärke im Schwingkreis und Q := Q(t) Ladung des 


Kondensators zum Zeitpunkt t € R°°. Dann gilt: 


Url) +Uc(t)+ULt)=0 & R- Q+ u +L:Q(t)=0 


e Q+ Z - Q(t) + => - Q(t) =0, (3.4.2) 


d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen homogenen Differenti- 
algleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf R°. Betrachten wir 
nun die folgenden Anfangsbedingungen: 

Q(0)=@o und I(0) = (0) =0. 
Die charakteristische Gleichung von (3.4.2) lautet: 


R 1 
2 — >» — Z 
re 0, 


>Georg Simon Ohm, 1789-1854 
Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887 
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und die Diskriminante der charakteristischen Gleichung beträgt 


ARA 1 _R-C-4AL 
KOL L:C  42:.C 


LFall D>0 & R-C-4aL>0 
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Dann gilt: 
R 1 R 
2 
—. ——  — D. 
a SAPE 0 a A aD 
R R 
Seien À = En D und A = ED 


Dann sind {X1,A2} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi- 
schen Gleichung. Beachte, dass die beiden Zahlen A|, \2 € R negativ sind! 
Nach Folgerung 3.3.3 ist 


Q(t) =a et He e 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf 
R°. 
Für die Ableitung gilt: 

=Q =u Ar eò H c + A2 e e> 


Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das 


lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten cı, ca): 


Enz Aa Qo 
aıt+&@=@b : Aa — Aı 
> 
cı'Aıt+@'Ag2=0 Aı#d2 > _ ZAı@o 
aA 
Dann gilt auf R?°: 
Qo Mt Azt 
t FED 11 ER \, o. o% 
a9 = Are A e) 
und 
I) E öl) 2 Aı . Aa . Qo i Ci — et) , 


Aa — Aı 


§ 3.4. Gedämpfter elektrischer Schwingkreis 


R R 
Mit Ài = “JL = VD und Aa = “JL + VD folgt: 


= et (Exp) (EvD) 0) 


VD-t _ „vD-+t 
e (C2) er eee =) 


(g>) 


2L 2V D 2 
und 
VD-t _ „vVD+ 
E E - 
LC 2/D 
Q 
I 
À t* t 
l l 
| | 
I I 
I I 
t* t 


Bemerkung 3.4.1 
i) Da I(t) < 0 für allet € R°° und à, àz < 0 ist, ist Q(t) N 0 fürt > +. 
Auch ist I(t) > 0 für t > +00. 


ii) Weiter gilt: 
Q = I(t) = a- A2- e^t + c- A2- et 


mit cı = 2 - = und & = ~ sodass wir bekommen 
2— A1 2 A 
E ee 
2 1 
Dann gilt: 
2 \ 
= i Aıt = . Azt AL = (Aa-Aı)t 
oat)=0 8 Are Age = 1, e 
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Übung 
Weisen Sie nach: An der Stelle 


1 Ài 
= -ln | — 
J= Ni Aı (>) 


hat der Graph der Funktion Q = Q(t) einen Wendepunkt und der Graph 
der Funktion I = I(t) seinen tiefsten Punkt. 


ii) Im Fall D > 0 & R?.C-— 4L > 0 haben wir keine Schwingung im 
eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor. 


IL.Fall D=0 & R:C=4L 
Dann gilt: 
R 1 D=0 R er 
2 PEES nt = 
A +7 -À + —— I.C 0 & À 57, (mit Vielfachheit r = 2). 


en dass die Zahl X € R negativ ist! Nach Folgerung 3.3.5 ist 


Q(t) = e% - (c1 + c2- t) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf 
R>. 
Für die Ableitung gilt: 
I(t) = Q0) = à- e% (a +c- t) +c- e 


Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das 


lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten c1, c2): 


= Qo cı = Qo 
© 
A-G + = 0 C2 = —À - Qo 
Dann gilt auf R®: 
Q) =Qo:e"-(1-At) und It) = Qt) = -Q: A? -e.t 


R 
Mit A = —— folgt: 
it A 57 olgt 
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und 
RN BR cR 
n =-(2) EEE S 


Wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass 


D= 2. C=4L ei Zaren, 
0 åse KC < I I.C 


Bemerkung 3.4.2 
i) Da I(t) < 0 für allet € R>? und à < 0 ist, ist Q(t) N 0 fürt > +00. Auch 


gilt I(t) — 0 fürt — +0. 


ii) Ferner: 
Qt) = It) = A2- e% - (c + c2- t) + 2A- e% c. 
Mit a = Qo und c = —A- Qo bekommen wir 
Öl) = -A2 -Qo -e¥(A-t+1). 
Dann gilt: 
A)=0 & A-t+1=0. 
Übung 
Weisen Sie nach: An der Stelle 
PO DE 
À R 


hat der Graph der Funktion Q = Q(t) einen Wendepunkt und der Graph 
der Funktion I = I(t) seinen tiefsten Punkt. 
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ii) Im Fall D=0 & R?.C =AL haben wir keine Schwingung im 
eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor. 
iv) Für x — 0 gilte” ~ 1 + x, sodass wir für D — 0 erhalten: 
e-VDt _ evDi 
2V D 


Fall I verhält sich somit wie Fall I, wenn D —> 0. 


~ (—t). 


IL.Fall D<0 & R.C-4L<0 
Dann gilt: 
R 


1 
Ea AT 0 DE A ati:-ß, 


wobei a,ß € R mit 


Beachte: x < 0 und 3 > 0. Wir erhalten zwei verschiedene komplexe 


Lösungen der charakteristischen Gleichung. Nach Folgerung 3.3.7 ist 
Q(t) = e% : (cı - cos( 6t) + ca - sin(ßt)) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf 
R>°. Für die Ableitung gilt: 


= e*. (a -cı : cos(bt) +a- ca - sin(ft) 
— b - c - sin( ft) + 8- a: cos(6t)) . 


Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0 erhalten wir das 


lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten c1, c2): 


DS 
it; 1 = Qo 
=> 
aa+ß:o=0 2 a=-3' Qo 
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Dann gilt auf R?°: 


QU) = Qo eH - (cost) - S sintan) ) 
und 
IK) = 00) 
er (-5 = s) - sin(Bt) 
Mg Sal) 
L:C gm 


wobei wir a? + B? = 


1 
IC ausgenutzt haben. 


~ 
nn 
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Bemerkung 3.4.3 
i) Es gilt: Q(t) — 0 für t > +00. Auch ist I(t) > 0 für t > +. 


ii) Für die elektrische Ladung gilt: 


a) = Qo Ë. (cosan -$ sn) 
£ Er an EEE N 
ae L+ == o 


a 
= Que it. 1+ ga Seky) 


wobei der Winkel y € (-5; 0) eindeutig festgelegt ist durch 


p a 


cos(p) = NET; >0 und sin(p) := NET; <0 


iii) Im Fall D<0 & R?.C-AL<O haben wir eine gedämpfte Schwin- 
gung (bei schwacher Dämpfung). 
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iv) Fürz — 0 giltsin(x) ~ x undcos(x) ~ 1 ist, sodass wir für 8 — 0 erhalten: 
sin(dt) 
p 


xt 


und 
(cosan — rn) x(1—a-t)=1+ i 


Fall III verhält sich somit wie Fall II, wenn 8 — 0 ist. 
Sonderfall 3.4.4 
Liegt kein Widerstand vor, d.h., haben wir R = 0, so gilt für den II. Fall: 


1 
L-C 
Aus den Funktionsgleichungen für Q(t) bzw. I(t) des II. Falls bekommen wir: 


Qt) = Qo: cos(ft) und I(t) = -£ : Qo: sin(Pt) 


a=0 und 8 = 


Im Fall R = 0 haben wir eine ungedämpfte Schwingung: 
: 1 
H+ — -QA =0 
Öl) + A) 
(Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Qo und Q(0) = 0.) 
Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet: 


1 
2 ——— 
ATC 0. 
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3.5 Analogien bei mechanischen und elektro- 


magnetischen gedämpften Schwingungen 


Mechanische Schwingung Elektromagnetische Schwingung 
Ladung Q 


Geschwindigkeit v = & Stromstärke I = Q 


Beschleunigung a = & Zeitliche Änderung der Stromstärke T 


1 
Richtgröße k (Federkonstante) T wobei C :=Kapazität 
Dämpfungskonstante b Ohmscher Widerstand R 


Schwingungsgleichung Schwingungsgleichung 


m-&(t) +b- tlt) +k- z(t) =0 L-öW) + Ro) +2 - 


ungedämpfte Kreisfrequenz ungedämpfte Kreisfrequenz 


© Jk = 1 
Ne ae 


gedämpfte Kreisfrequenz gedämpfte Kreisfrequenz 


ee DEN EN SE eN 
N 2m DEE 
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3.6 Lineare inhomogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


Satz 3.6.1 
Seien die Funktionen p,q, f : I — R auf einem Intervall I definiert und ste- 


tig. Dann lässt sich die LösungsmengeL der inhomogenen Differentialgleichung 2. 


Ordnung 
y"(z) + p(x) y’eR) + ala) : ylz) = f(x) (3.6.1) 


auf! schreiben als: L = y*+Lo, wobei Lo die Lösungsmenge der entsprechenden 


homogenen Gleichung 
y” (x) + p(x) - y'(x) + g(x) ya) =0 (3.6.1h) 


und y*(x) eine (sog. partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1) ist. 


BEWEIS: 


Wir haben bereits in Satz 3.2.15 gesehen, dass Lo nichtleer ist. Wir werden in 


Bemerkung 3.6.4 zeigen, dass auch L # 2, mit anderen Worten existiert eine 


partikuläre Lösung y* (x) von (3.6.1) und es gilt auf T: 


WR) + ple) WR) + ale) y*a) = FR): 


1. Sei yz(x) € L eine beliebige Lösung von (3.6.1). Dann 


yılz) + plz) yzl) + ala) y(x) = f(x) 


auf / und somit 


yıla) - WR) +p) (ur) =") (a) + ale) (yle) - y’(a)) = 0 
= 0 


& (yrla) - y*a))" + plz) - (yrz) - y*(2)) + ale) (y2) 
D.h., y(z) = yı(x) — y* (x) ist eine Lösung der homogenen Gleichung 


y”(x) + plz) Ye) + gla) - yla) = 0 


auf I. Also gilt für jedes yı(x) € L: 


yıla) = y*(x) + Y(2) E€ y(x) +Lo und LC ya) + Lo. 
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2. Sei nun y(x) € Lo eine beliebige Lösung der homogenen Gleichung. Dann 
y” (2) + p(x) - F(x) + ala) - y(x) = 0 


auf I. Da y* (x) eine ( partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1) 
ist, folgt: 


g'(x) + WR) + Pla): Wa) + WR) + ale) BR) +") = f(x) 


(da) + ya)" + ple) (Ha) + ya) + ale) Br) +y) = F) 


D.h., y(x) = y(x) +y* (x) ist eine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1) 
auf I. Also gilt für jedes y(x) € Lo: 


yv(x)+Yyla)eL und y*(x)+ Lo CL. 


Insgesamt haben wir L = y*(x) + Lo gezeigt. = 


Folgerung 3.6.2 
Sei {yı,y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung 


vV(z) +plz):-Ylz)+gle)-yea)=0 aufl. (3.6.1h) 


Lässt man in cı : yı(z) + c2 : y2(x) die Koeffizienten cı,ca € R unabhängig 
voneinander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen 
der homogenen Gleichung (3.6.1h). 

Also gilt für die Lösungsmenge 


Lo = {c1 - y(x) + c2 - y2(£) : &1,€2 E€ R}, 


dabei heißt cı - yı (£) + c2- y2(x) allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Ist 
jetzt y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1), dann gilt 
nach Satz 3.6.1 für die Lösungsmenge: 


a= {a yılz) + c- yalr) + y(x): &,c E€ R}. 


Man sagt: Durch y(x) = cı - yı(2) + c2 - yolx) + y* (x) ist die allgemeine Lösung 
der linearen inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung (3.6.1) gegeben. 
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Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei- 
chung 2. Ordnung hat die Form 


y(x) = ya) + ya), (3.6.2) 


wobei y(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Glei- 
chung und y*(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
2. Ordnung (3.6.1) ist. 


Beispiel 3.6.3 
Y(z)-9(a)=r, LER. (3.6.3) 


1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y(x) -9y(z) = 0 (3.6.3h) 
und die charakteristische Gleichung ist 
X-9=0 0 A=4. 
Nach Folgerung 3.3.3 ist 


Ya) = c e?” + cz e7?” 


mit beliebigen c1, c2 E€ R 
die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (3.6.3h). 


2) Wie ist nun y* (x) zu wählen? 


Dazu betrachten wir den Ansatz y* (x) := A - x + B mit A, B € R. Dann gilt 
für jedes x € R: 


(y*y (x)= A, (y’)’(z)=0 und 
(y) (£) - 9%" (z)=£ & -9-(A-a+B)=r. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


—9A = 1 9 
B=0 
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1 
Dann ist y*(x) = er eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei- 
chung (3.6.3). Nach Satz 3.6.1 und Folgerung 3.6.2 ist 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.3) auf R. 


Bemerkung 3.6.4 (Variation der Konstanten) 
Seien die Funktionen p,q, f : I — R auf einem Intervall I definiert und stetig. Sei 


weiter {yı, Y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung 
y” (x) + plx) - y'(x) + g(x) ya) = 0 
auf I. Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
y" (x) + plz): y'(x) + ale) ya) = f(x) 


findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten: 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form: 


y*(x) = a (2) - y(x) + c2(x) - ya(2), 


wobei c1, c2 : I — R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (mit Voraussetzung, 


dass die Funktionen cı, ca in I differenzierbar sind): 


Als zusätzliche Bedingung nehmen wir an: 


ala) y(x) + c3(2) :ya(x)=0 aufl. 


Somit erhalten wir 


und folglich 
Wa) = & (2) - yi (2) + ci(x) - yi (2) + ale) yale) + la) yz(2) . 
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In die Differentialgleichung (3.6.1) eingesetzt ergibt das: 


[i (2) ia) + ala) ya) + la) < yale) + ale) ya (2)] 
+p(2) - [ci(x) yılz) + cola) yola)] 
+q(2) late) y(x) +) yalz)] = F(x) 


— alr) (y(x) + ple) yil) + ale) - yılz)) 


+ca(x) - (y2 (2) + Pla) ya(x) + a(x) - ya(x)) 


+2) ya) + la) : ya(z)) = f(2), 
da die Funktionen yı, ya Lösungen der homogenen Differentialgleichung sind, folgt 
ala) yılz) + la) ya) = FR): 


Mit der zusätzlich angenommenen Bedingung c) (x) - yı(z) + &(x) - ya(x) = 0 


erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die Unbekannten c! (x), c,(x): 


Nach Definition 3.2.7 ist A= W(x) die WronsKI-Determinante der Funktionen 
Y1, Y2. Da {yı,y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung 
ist, gilt W(x) # 0 auf ganz I. Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den 
Unbekannten c) (x), c,(x) eindeutig lösbar. Mit der CRAMER’schen Regel” erhalten 


wir 


7Gabriel Cramer, 1704-1752 
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und 
Aa) = A = re er a = ne (3.6.4) 
yv: f Y2: f 


Da die Funktionen wW w` I —> R auf I stetig sind, besitzen sie dort ihre 
Stammfunktionen. Wir erhalten die Funktionen c1, c2 : I — R und somit eine 


partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form 
y* (x) = c (x) - yi(z) + c2(z) - ya(z). 
Beispiel 3.6.5 


1 


y"(x) + yla) = 
1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet 
y”(x)+ y(x) =0 (3.6.5h) 
und die charakteristische Gleichung ist 
X+1=0 e Asti. 
D.h., a = 0 und 8 = 1. Nach Folgerung 3.3.7 ist 
Yx) = c - cos(x) + c2 - sin(x) mit beliebigen c1, c3 E€ R 


die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung 
(3.6.5h) auf (0; m). Die Funktionen yı (x) := cos(x) und ya(x) = sin(x) bilden 


ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung auf (0; 7). 


2) Wir suchen nun y*(x) mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach 


Bemerkung 3.6.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; 7): 


c (x) - cos(x) + (x) -sin(x)=0, 


4(@) (= sin(a)) + (2) cos(z) = 


mit der Hauptdeterminante 
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und 
0 sin(x) cos(x) 0 
cos(x) 
AN =-l, A = 
1 ; 1 sin(x) 
- cos(x) — sin(x) 
sin(x) sin(x) 
Nach der CRAMER’schen Regel gilt: 
A A cos(x) 
er IE --1 und & (x)= = = ne) 
und somit (beachte, dass sin(x) > 0 auf (0; 7) ist): 
cı(z)=-x2+m und ca(z) = In(sin(z))+n mit beliebigen m,n €R. 


Mit m = 0 und n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung der inho- 


mogenen Differentialgleichung 
y*(x) = cı(z) - y(x) + c(x)  yolz) = —r - cos(x) + sin(x) - In(sin(x)). 


Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.5) auf 


(0; m) ist somit 


y(x) = g(x) + y(x) 


= & ; cos(x) + c2 - sin(x) — z - cos(x) + sin(x) - In(sin(x)) 


mit beliebigen cı,ca € R. 


Satz 3.6.6 (Superpositionsprinzip) 
Seien die Funktionen p,q, fı, f2 : I > R auf einem Intervall I definiert und 


stetig. Seien weiter y}(x) eine partikuläre Lösung von 
y" (2) + plx) - y'(x) + ala) via) = fila) (3.6.6a) 
und yš(x) eine partikuläre Lösung von 
y’(z) + p(x) - y'(x) + ala) - y(x) = Pla). (3.6.0b) 
Dann ist y*(x) = yj(x) + y3(x) eine partikuläre Lösung von 
y”(z) + plz) - y'(2) + al) ya) = Fila) + Pla): (3.6.7) 
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BEWEIS: 

Einsetzen von y* (x) in (3.6.7) liefert die Behauptung, weil yï (x) und yš(x) parti- 
kuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind. In der Tat gilt für jedes 
Tel: 


We) =), BE = WD E) + 


und 


We) + p(z) - WR) + ala) - y" (2) 

= (ya) + (43) (2) + ple) - (i) (£) + 3) (2)) 
+ qla) - (yi (2) + Ela) 
= (yı) (x) + Pla) : (y1) (2) + a(x) : yila) 


3.7 Lineare inhomogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeflizien- 


ten 


Definition 3.7.1 
Gegeben seien eine Funktion f : I — R, die auf einem Intervall I definiert und 
stetig ist, und reelle Zahlen p,q € R. 

Gesucht ist eine Funktion y : I — R, sodass für alle x € I gilt 


y”(x) +p- y'(z)+q- ylz) = f(x). (3.7.1) 


Gleichung (3.7.1) heift lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion y : I — R heißt Lösung der Gleichung 
(3.7.1) auf dem Intervall I. (Vgl. Definition 3.1.1, Bemerkung 3.1.3, Definition 3.3.1). 
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Bemerkung 3.7.2 
Nach 3.6.2 hat die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei- 
chung (3.7.1) die Form 


y(x) = ya) + y“ (2), (3.7.2) 


wobei y(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe- 


rentialgleichung 
y(x) +p- y'(x)+q-y(r)=0 (3.7.1h) 


und y*(x) eine partikuläre Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleichung 
(3.7.1) ist. Die allgemeine Lösung y(x) von (3.7.1h) bekommt man, wenn man die 


charakteristische Gleichung 
AX +p- -à+q=0 (3.7.1c) 


untersucht (s. Folgerungen 3.3.3, 3.3.5, 3.3.7). 
Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen y* (x) von (3.7.1) für einige 
Sonderfälle der rechten Seite f : R — R , (d.h., hier gilt I := R): 


i) f(x) = P,(x), ein Polynom vom Grad n € No. 


a) A = 0 ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 


y*(z) = Qnl®), 
wobei Qn (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 
(s. Beispiel 3.7.3: y”(x) — y'(x) + y(x) = 2? + 6) 


b) A = 0 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel- 
fachheitr € N). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 


y* (£) = a" Qr(2), 


wobei Qa (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 


(s. Beispiel 3.7.4: y”(x) — 2y'(x) = z? — 1) 
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ii) f(x) = e? - P,(x), wobei y € R\{0} und P,(x) ein Polynom vom Grad 
ne No ist. 
a) A = y ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c). 
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y* (z) = e7 Anl), 
wobei Qa (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 
(s. Beispiel 3.7.5: y"(x) + 2y'(x) + y(x) = 3x - e7) 
b) A = Y ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel- 
fachheitr € N). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y“ (z) = x" e”? Anke), 
wobei Qa (x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist. 
(s. Beispiel 3.7.6: y"(x) — 2y'(x) + y(x) = 2x - e) 
iii) f(x) = Palz) - cos(ô - £) + Qm(x) - sin(ô - x), wobei ô € R\{0}. Dabei 
sind P, (£), Q@m(x) Polynome vom Grad n,m € No oder genau ein Polynom 


ist das Nullpolynom. 


a) A= +i ; ò sind keine Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c). 

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y*(x) = Sn(z) - cos(ô - x) + Tyu (x) - sin(ô - x), 

wobei Sn(£), Ty (x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 
(s. Beispiel 3.7.7: y”(x) + 4y(x) = 9x - sin(x)) 

b) A = +i- ô sind Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (jeweils 
mit Vielfachheit r € N). Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 

y*(x) = x” - (Sn(x)- cos(ô - x) + Ty(x)- sin(ô - x)), 


wobei Sn(x£), Ty(x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 


(s. Beispiel 3.7.8: y"(x) + y(x) = 4- cos(x)) 
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iv) f(x) = e7*-(Pu(x):cos(d-2)+Qm(x)-sin(d-x)), wobeiy, ô € R\{0}. Dabei 
sind P (£), Qm(x) Polynome vom Grad n,m € No oder genau ein Polynom 


ist das Nullpolynom. 


a) A = y+i-ô sind keine Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
y*(x) = et” - (Sulz): cos(ð - x) + Ty (x) - sin(ô - x)), 


wobei Sn (2), Ty(x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m} 


mit unbekannten Koeffizienten sind. 
(s. Beispiel 3.7.9: y”(x) + 2y'(x) + 2y(x) = e - sin(x)) 
b) A= y +i- ô sind Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (je- 
weils mit Vielfachheit r € N). 
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 


y*(x) = x" - e” - (Sy(x)- cos(ð - x) + Ty(x) -sin(ö-x)), 


wobei Sy (x), Ty(x£) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n, m} 


mit unbekannten Koeffizienten sind. 


(s. Beispiel 3.7.10: y"(x) — 2y’ (x) + 5y(x) = e - cos(2x)) 
Beispiel 3.7.3 
y’(z)-y(z)+yla)=2?+6,zEeR. (3.7.3) 


1) y”(x) — y(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die 


charakteristische Gleichung lautet 
”-I+41=0 $ À 


v3 


ea 


y(r) = e?- (a - COS (£+) + & -sin (=) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


(jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


1 
Hier gilt a = 7 B= und nach Folgerung 3.3.7 ist 


genen Gleichung auf R. 
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2) Wir haben P;(x) = x? + 6. Da 0 keine Lösung unserer charakteristischen 
Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der 


inhomogenen Gleichung in der Form 


y*(z) = Ar? + B? +0Cxr+D mitA,B,C,DER. 
Dann haben wir 


(gr) (£) = 34x? + 2Bx +C, 
sowie 


(y*)” (£) = 6Ax + 2B. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.3) ergibt 


(6Ax + 2B) — (3Axz? +2Bz + C) 
H(Az? + Br? +Cı+D)=2°+6 


< Az’ +(-3A+B)-2°+(6A-2B+C)-xz 
+(2B-C+D)=2"+6 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


A=1 
-3A+B=0 
6A-2B+Ü=0 
2B- C+D=6 


o 9 u 
u 
o o u r 


Dann ist 
y*(&) = x? +32? 


eine partikuläre Lösung und 


y(x) = y(x) + yee) 


& v3 . [v3 3 102 
=e?- (a (£+) + & -sin (=) + (2° + 32°) 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.3) auf R. 
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Beispiel 3.7.4 


y" (x) -2y()=2°-1,xzeR. (3.7.4) 


1) y” (x) — 2y'(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak- 


N 
— 


teristische Gleichung lautet 


AX—2)=0 > A=2 oder A=0 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Seien Aı := 2, Aa := 0. Nach Folgerung 3.3.3 ist 
Ya)=c-e®" + 


mit beliebigen cı,ca € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 


Wir haben P(x) = x? — 1. Da X = 0 eine Lösung mit Vielfachheit r = 1 
unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
y*(x) = x! : (Ax? + Bx + C) = Ar? + Bx? +COx mitA,B,CER. 
Dann haben wir 


(y*) (x) = 34x? + 2Bx + C, 
sowie 


(y*)" (£) = 6Ar +2B. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.4) ergibt 


(6Ax +2B) — 2: (3A? +2Bxz +C) =z” -1 
e —6A - x° + (6A — 4B) -x + (2B — 2C) = z? — 1. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
Pe = 
AH 6 
1 
6A-4B=0 s B=-7 
2B —2C = -1 1 
C=- 
A 
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Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 


3 2 
vo) Ha) tyta)=a -E-E 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.4) auf R. 
Beispiel 3.7.5 
y’(x) +2y (x) + y(x) = 3z -e, TER. (3.7.5) 


1) y”(x) + 2y'(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die 


charakteristische Gleichung lautet 


FEHLER > A=-1 (mit Vielfachheit r=2). 


Nach Folgerung 3.3.5 ist 


y(x) = e - (c& +c- x) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 


2) Wir haben y = 2 und Pı(x) = 3x. Da 2 keine Lösung unserer charakte- 
ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre 


Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
y*(x) = (Az + B) -e mitA,BER. 
Dann haben wir 
(y*y (x) = A: e™ + (Ax + B) 2e” 
= (2Az + A + 2B) - e”, 
sowie 
(y*)" (x) = 2A - e™ + (2Ax + A + 2B) - 2e” 
= (4Az +4A + 4B) e”. 
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.5) ergibt: 
(4AAr +4A+4B)-e”+2-(2Ar+A+2B)-e”+(Ar+B)-e” = 3r- e” 


9A-z+(6A+9B) = 3x. 
e22 £0 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


9A =3 
6A+9B=0 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 


Fr * x T 2 z 
vo) = Ka) ra= ataa) (E-E) e 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.5) auf R. 


Beispiel 3.7.6 
y(x) -2y(z) + y(r) =2r-7, LER. (3.7.6) 


1) y”(x) — 2y'(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die 


charakteristische Gleichung lautet 


àA’ —2å+1=0 > A=1 (mitVielfachheitr = 2). 


Nach Folgerung 3.3.5 ist 
y(x) = e - (c + c2: x) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 
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2) Wir haben y = 1 und P(x) = 2x. Da X = 1 eine Lösung mit Vielfachheit 
r = 2 unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 


3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
y*(x) = x°: (Ax + B) -e = (Ax? + Bx’) -e mitA,BER. 
Dann haben wir 
(yY (£) = (3Ar? + 2Bx) - e” + (Az? + Ba?) e” 
= (Az? + (3A + B) -x° +2Bx) - &, 
sowie 
(y*)" (£) = (3A? + (6A + 2B) - £ + 2B) - e 
h (Ax? + (3A + B) - x? + 2Br) - e” 
= (Az? + (6A + B) -x° + (6A +4B) -x +2B)- e”. 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.6) ergibt 


(Az? + (6A + B) - z? + (6A + 4B) -x +2B)- e” 
—2 . (Az? + (3A + B) - z? +2Br)-e”+ (Ax? + Bz’) -e = 27- e” 


1 Ar+2B=2r. 
erz£0 
Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
1 
6A=2 A=- 
a 3 
2B=0 B=0 
Dann ist 
qe e 
AE 
eine partikuläre Lösung und 
23 .e® 


ylz) = y(x) + y” (x) = e - (c1 + c2: £) + — 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.6) auf R. 
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Beispiel 3.7.7 
y"(x) +4y(x) = 9z - sin(x), rE R. (3.7.7) 


1) y”(x) + 4y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak- 


teristische Gleichung lautet 


X +4=0 > A=+i-2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt a = 0, 3 = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist 
Yx) = cı : cos(2x) + c2 - sin(2x) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 
genen Gleichung auf R. 
2) Wir haben ô = 1, P(x) = 0 (Nullpolynom) und Q(x) = 9x. Da +i keine 
Lösungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Be- 


merkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 


Form 
y*(x) = (Ax + B) - cos(x) + (Cx + D) -sin(x) mit A,B,C, DER. 
Dann haben wir 
(y*y (x) = A- cos(x) — (Ax + B) - sin(x) 
+C - sin(x) + (Cx + D) - cos(x) 
= (Cx + (A + D)) - cos(x) + (-Ar + (—B + C)) - sin(x), 
(y*)" (2) = C : cos(x) + (Cz + (A + D)) - (—sin(x)) 
+ (—A) - sin(x) + (-Ar + (—B + C)) - cos(x) 
= (-Ar + (—B + 2C)) - cos(x) + (-Cr + (—2A — D)) : sin(x). 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.7) ergibt 
(-Ar + (—B + 2C)) - cos(x) + (-Cx + (—2A — D)) - sin(x) 
+4- ((Ar + B) - cos(x) + (Cx + D) - sin(x)) = 9x - sin(x) 
< 3Az - cos(x) + (3B + 2C) - cos(x) 
+3Cr - sin(x) + (—2A + 3D) - sin(x) = 9x - sin(x). 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


3B+20=0 B=-2 
= 
—2A+3D=0 D=0 


Dann ist 


y*(x) = —2: cos(x) + 3z - sin(x) 
eine partikuläre Lösung und 
y(z) = y(x) + y* (x) 
= cı :cos(2r) + cz - sin(2x) + (—2 - cos(x) + 3x - sin(x)) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.7) auf R. 


Beispiel 3.7.8 
y" (£) + ylz) =4:cos(X), zER. (3.7.8) 


1) y”(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charakte- 


ristische Gleichung lautet 


X +1=0 > A=+i (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt a = 0, 8 = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist 
YL) = cı - cos(x) + ca - sin(x) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 


2) Wir haben ô = 1, P(x) = 4 und Q(x) = 0 (Nullpolynom). Da A = i 
Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) unserer charakteristischen Glei- 
chung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der 


inhomogenen Gleichung in der Form 


y*(x) =x- (A-cos(x)+ B-sin(x)) mit A,B €R. 
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Dann haben wir 
(y*) (x) = A: cos(x) + B- sin(x) + x - (—A - sin(x) + B- cos(x)) 

= (A + Br) - cos(x) + (B — Ar) - sin(x), 

sowie 
(y*)" (£) = B - cos(x) + (A + Be) (- sin(e)) 
+ (-A) - sin(x) + (B — Ar) - cos(x) 

= (-Ar + 2B) - cos(x) + (-Br — 2A) - sin(x). 

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.8) ergibt 
(-Ax + 2B) - cos(x) + (-Bx — 2A) - sin(x) 
+x- (A- cos(x) + B- sin(x)) = 4: cos(x) 
< 2B - cos(x) — 2A - sin(x) = 4 - cos(x) . 
Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
2B=4 A=0 
© 
—2A = 0 B=2 
Dann ist y*(x) = 2x - sin(x) eine partikuläre Lösung und 
y(x) = y(x) + y*(z) = cı : cos(x) + ca - sin(x) + 2x - sin(x) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.8) auf R. 
Beispiel 3.7.9 
y(x) +2 (2) + 2y(x) = € - sin(x), zeR. (3.7.9) 


1) y” (x) + 2y/ (x) + 2y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die 


charakteristische Gleichung lautet 


A’ +2A+2=0 > A%=-—]l+i (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt œ = —1, ß = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist 


y(x) = e - (cı - cos(x) + c - sin(x)) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 
genen Gleichung auf R. 
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2) Wir haben y = 1, ô = 1, P(x) = 0 (Nullpolynom) und Qo(x) = 1. Da 1 i 
keine Lösungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach 
Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 
Form 

y*(x) = e - (A - cos(x) + B -sin(x)) mit A,B € R. 
Dann haben wir 
(y*) (z) = e : (A - cos(x) + B-sin(z)) 
+e” - (—A - sin(x) + B - cos(x)) 
= &@ . ((A + B) - cos(x) + (—A + B) - sin(x)), 


(y*)” (x) EA ((A + B) ; cos(x) + (— A+ B): sin(x )) 
+e- (—(A + B) - sin(x) + (—A + B) - cos(x)) 
ptu (2B š cos(x ) + (— 2A)- sin(x )) 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.9) ergibt 
e” - (2B - cos(x) — 2A - sin(x)) 
+2e” - ((A + B) - cos(x) + (—A + B) - sin(x)) 
+2e” - (A - cos(x) + B - sin(z)) = e” - sin(x) 
er (4A + 4B) - cos(x) + (—4A + 4B) - sin(x) = sin(x). 
Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
4A+4B=0 
—AA+4B=1 1 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 
y(x) = y(x) + y(x) 
= e” . (c - cos(x) + c2 - sin(x)) + e7- (-; - cos(x) + : . ste) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.9) auf R. 
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Beispiel 3.7.10 
y” (x) — 2y (x) +5y(z) =e*-cos(?2r), zER. (3.7.10) 


1) y” (x) — 2y/ (x) + 5y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die 


charakteristische Gleichung lautet 


”2-2\+5=0 & A=1+i-2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt œ = 1, 8 = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist 


y(x) = e - (cı : cos(2x) + c2 - sin(2x)) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 


2) Wir haben y = 1,6 = 2, P(x) = 1 und Q(x) = 0 (Nullpolynom). Da 
A=1=+i:-2 Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) unserer charakte- 
ristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre 


Lösung der innomogenen Gleichung in der Form 


y*(x)= zx- - (A -cos(2x) + B- sin(2r)) 
= e”- (Ax | cos(2x) + Bz -sin(2r)) mit A,BER. 


Dann haben wir 
(y*)’(2) = e - (Ar cos(2r) + Bz - sin(2x)) 
+e. (A . cos(22) — 2Az - sin(2x) 
+ B- sin(22) + 2Bx - cos(22)) 
mer (z + A +2Br) : cos(2x) 
+ (Bx — 2Ar + B). sin(2x)) 


=". (((A +2B)x + A): cos(2r) 


+ ((B-2A)e+B): sin(2e)) l 
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sowie 


ORTE (((A +2B)x + A) - cos(2x) 


+ ((B —2A)z + B) - sin(2x)) 
ter. ((A +2B) - cos(2x) 
+ ((A+2B)x + A) - (-sin(2x)) - 2 

+ (B — 2A) - sin(2x) 

+ ((B — 2A) - z + B) - cos(2x) - 2) 
=e. (((-34 +4B)x + (2A + 4B)) - cos(2x) 

+ ((-AA- 3B)z + (—4A + 2B)) sin(2x)) 

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.10) ergibt 


e”. (((-34 +4B)x + (2A+4B))- cos(2x) 


+((—4A — 3B)x + (—4A + 2B)) - sin(2x)) 
26°. (((A +2B)x + A) - cos(2x) 
+((B-2A)e+B): sin(2e)) 
+5e?. (Az . cos(22) + Bz - sin(2e)) = e” . cos(2x) 
= AB. cos(2x) + (—4A) - sin(2x) = cos(2x). 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
4B=1 PR > 
e” - x - sin(2x) 
4 


Dann ist 
y*(z) = 
eine partikuläre Lösung und 
y(x) = Yx) + y(x) 


e? - x - sin(2x) 
4 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.10) auf R. 


= e” . (c -cos(2x) + ca - sin(2x)) + 
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Beispiel 3.7.11 


y" (x) — 5y'(£) + 6y(x) = cos(3z) +x -e, zER. (3.7.11) 


1) y” (x) — 5y'(x) + 6y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 
A? —5A+6=0 & à= 2 oder à = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Seien À; := 2 und Aa := 3. Nach Folgerung 3.3.3 ist 


J(L) = c e” + c e” 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. 


Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 
Gleichung 
y” (x) — 5y'(x) +6y(x) = cos(3x) (3.7.11a) 


in der Form 
yı(z) = A- cos(3x) + B-sin(3r) mit A,BE R. 
Dann haben wir 
(yy (x) = —3A - sin(3x) + 3B - cos(3x), 


sowie 


(yi) (£) = —9A - cos(3x) — 9B - sin (3x) . 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11a) ergibt 


—9A - cos(3x) — 9B - sin(3x) 
—5 - (-3A - sin(3x) + 3B) - cos(3x)) 
+6: (A - cos(3x) + B- sin(3x)) = cos(3x) 
< (-3A — 15B) - cos(3x) + (15A — 3B) - sin(3x) = cos(3x) . 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 
-3A-15B=1 A= 7, 
i 5 

15A-3B=0 Be 
78 


Dann ist 


x 1 I. 
Yla)= u cos(3r) — i sin(3x) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11a) auf R. 


3) Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 
Gleichung 
y" (x) -5y (x) + 6y(x) = z e” (3.7.11b) 


in der Form 
yz(x) = x : (Ax + B) -e® = (Ax? + Bx) -è mit A,BER. 
Dann haben wir 
(y3) (x) = (2Ar + B) - e” + (Ax? + Bx) -e° -3 
= (3 Ax? + (2A + 3B)z + B) e°, 
sowie 
(y3)" (x) = (6Ax + (2A + 3B)) - e + (3Ax? + (2A + 3B)x + B) e% -3 
= (9Ax? + (12A + 9B)x + (2A + 6B) - eè. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11b) ergibt 


(9Ax? + (12A+9B)x + (2A + 6B)) - e* 
—5 - (3 Ax? + (2A + 3B)z + B) - e” 
+6 - (Ax? + Br)-e® = z- e” 


2Ar+RA+B)=x. 
e32 40 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


2A=1 
2A+B=0 
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ua) = (F -e) e 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11b) auf R. 


Dann ist 


4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 3.6.6) ist 


y* (x) = yi (x) + y3(2) 
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11) und 


y(x) = y(x) + y(x) 


2 
= ae + e e” + (5 - cos(3x) — 75 sn(32)) + (5 — r) Ber 
die allgemeine Lösung der Gleichung (3.7.11) auf R. 
Beispiel 3.7.12 (Anfangswertproblem) 


y(0)=1+21n(2), (3.7.12) 
y'(0) = 6 In(2). 
1) y”(x) — 6y'(x) + 8y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 
AX? —6å+8=0 & à= 2 oder X = 4 (jeweils mit Vielfachheitr = 1). 


Seien Aı := 2 und Aa := 4. Nach Folgerung 3.3.3 ist 


Hr) = ce" +: e 
mit beliebigen c1, c> € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf R. Die Funktionen 


2% 


y(x) =e”, yla) = e 


Pa: 


bilden ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung auf 
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2) Nach dem Verfahren der Variation der Konstanten ( Bemerkung 3.6.4) suchen 


wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 


4 


y'(z) - 6y/le) + 8yla) = ——r 


in der Form 
y* (x) = a(x) - y(x) + c2(x) : yelz) 


Nach Bemerkung 3.6.4 folgt: 


4 
aa) ya) + calz) - yale) =- TE 
Also gilt: 
d(x) e +(x). =0, 
4 
I! iat 4c! . ed — ; 
c (x) -e +4 (x)-e poer 
Mit Hilfe der CRAmER’schen Regel erhalten wir: 
e&? ei? 
A = =-2.0 "40 fürallexeR 
Je? 4e? 
und 
0 ei? 
Re 5 4: ei? 
eya 4 detr = 14+e®’ 
222 
sowie 
e?r 0 
pa 5 4 , e?z 
m ge 4 Ipe? 
1+ e7? 
Weiter gilt: 
( ) A1 2. e7? 
clr) = — = - 
i A 1+ e72 


- 120 - 


8 3.7. Lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


und 
-4r -2x 
Dann sind 
calx) =ln(1 +e”) +m 
und 


mit beliebigen m,n € R entsprechende Stammfunktionen. 


Mit m = 0, n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung der inhomo- 


genen Gleichung 


y* (x) = a(x) yılz) + c2(2) yolz) 
pr e? . In(1 ii Er) aji (—e°” + ei? : In(1 + 2) 


Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung auf R ist 


ylz) = y(x) + y(x) 
= a . e? +% . ei + e? i In(1 AR e7’) an (—e°” + ei? . In(1 $ en) 


mit 1, € R. Für jedes x € R gilt: 


yo) = 2. ° + A. 42-0" allte) + er. IT 
1+ ee 
=I je —2r 
— 2. e LE) pes LLT 
= +4. et tet- nl te) 2 
1+ e7% 


+e“. | 4ln(1 +67”) + er 
IE! 


Mit Hilfe der Anfangswerte können wir nun die Konstanten C1,c € R ein- 


deutig bestimmen. Wir haben 


y(0)=61M(), 


21a 
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und somit gilt 


+&+ln(2) + (-1+1n(2))=1+21n(2) 
2% + 4& + (2in(2) — 1 — 2) + (41n(2) — 1)=61n(2) 


Či + =2 Cr=2 
2cı + 4 =4 Q =0 


Dann ist 


o= ee Tele e pene) 
a aa E 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (3.7.12). 
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4 Lineare Differenzengleichungen 


zweiter Ordnung 


4.1 Anfangswertproblem für lineare Differenzen- 


gleichung zweiter Ordnung 


Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der 
Menge No untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf 2°" := 
{no,no + 1, . . .} mit einem beliebigen no € Z oder auf der ganzen Menge 
Z durchführen. 

Definition 4.1.1 

Gegeben seien die Funktionen p,q, f : No > R, wobei q(n) # 0 für allen € No 

ist. Gesucht ist eine Funktion x : No —> R, sodass für allen € No gilt: 


e(n +2) + p(n) - z(n + 1) + a(n) - x{n) = f(n). (41.1) 


Gleichung (4.1.1) heißt lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung. Die Funkti- 
on x : No — R heißt Lösung der Gleichung (4.1.1). 


Satz und Definition 4.1.2 

Gegeben seien die Funktionen p,q, f : No > R, wobei q(n) # 0 für allen € No 
ist. Seino € No beliebig. Dann existiert für beliebige uo, pı € R genau eine Lösung 
des Anfangswertproblems: 


x(n + 2) + p(n) -x(n +1) + q(n) - x(n) = f(n), 
z(no) = Ho, (4.1.2) 
so + 1) = m. 
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BEWEIS: 

Existenz: 
Sind die Werte x(no) und z(no + 1) gegeben, so ist auch der Wert an der 
Stelle (no + 2) bereits bestimmt: 


z(no + 2) = f(no) — p(no) » x(no + 1) — q(no) - z(no) . 


Für (no—1) € No erhalten wir aus der Gültigkeit der Differenzengleichung 


ee no — 1) < z{no +1) — p(no — 1) z(no) l 
q(no — 1) 
Sukzessive kann also jeder Wert von x(.) auf No bestimmt werden und es 


existiert eine Lösung des Anfangswertproblems. 


Eindeutigkeit: 
Seien z1, £2 : No > R zwei Lösungen des Anfangswertproblems. Dann 
gilt: 
zn +2) + p(n) zn +1) +q(n) - xı(n) = f(n), 
x1 (No) = Ho, 
zo + 1)= pm, 
und 


zn + 2) + p(n) - xə(n + 1) + g(n) - x2(n) = f(n), 
ano) = Ho , 
(mo + 1) =m. 
Für T(n) = zı (n) — xa(n) mit n € No folgt: 


T(n+2)+p(n)-z(n+1)+q(n)-Z(n)=0, 
T(no)=0, (4.1.3) 


Wir beweisen, dass (4.1.3) nur die triviale Lösung x(n) = 0 für alle n € No 


zulässt. 


Wir zeigen zuerst, dass für allen € N, mit n > no bereits z(n) = 0 gelten 


muss: 
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Mit den Anfangsbedingungen haben wir schon Z(no) = zw + 1) = 0. 
Angenommen, es existiert ein n € N mit n > (no + 2), sodass z(n) # 0 
gilt. Dann ist die Menge {n € N:n > (no + 2) und Z(n) Z 0} nichtleer. 


Sei s := min{n E€ N:n > (no + 2) und £(n) #0}. 
Dann gilt (s — 1) = Z(s — 2) = 0 und nach (4.1.3) folgt: 
T(s) = —pls — 2) - Z(s — 1) —q(s — 2) - z(s — 2) = 0, 


0 0 


im Widerspruch zur Auswahl von s. Also ist £(n) = 0 für allen € No mit 


n 2 no. 
Ist no = 0, so folgt somit sofort £(n) = 0 für alle n € No. 


Jetzt zeigen wir, dass auch für nọ > 1 die Behauptung T(n) = 0 für alle 
n € No mit n <S (no — 1) folgt: 


Andernfalls wäre die Menge {n € No : n <S (no — 1) und Z(n) # 0} 
nichtleer und es existierte t := max{n € No : n < (no — 1) und T(n) # 
0}. Dann gilt Z(t + 1) = Z(t +2) = 0. Wegen 


T(t +2) +p(t) -T(t +1) +q4(t) - Z(t) = 0 
=0 =0 
und q(t) # 0 folgt z(t) = 0, im Widerspruch zur Auswahl von t. Also ist 


auch £({n) = 0 für alle n € N mit n < (no — 1). 


Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (4.1.3) nur die triviale 
Lösung T(n) = 0 für allen € No besitzt, d.h., es gilt zı(n) = xa(n) für 


alle n € No. Damit ist die Lösung von (4.1.2) eindeutig bestimmt. 


Bemerkung und Definition 4.1.3 


Ist f(n) = 0 für allen € No, so heißt die Gleichung (4.1.1) lineare homogene 


Differenzengleichung zweiter Ordnung, ansonsten heißt diese lineare inhomogene 


Differenzengleichung zweiter Ordnung. 
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4.2 Lineare homogene Differenzengleichung 


zweiter Ordnung 
Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung 
z(n+2)+p(n)-z(n+1)+g(n)-x({n) =0 (4.2.1) 


(dabei sind die Funktionen p, q : No — R mit q(n) Æ 0 für allen € N, gegeben). 
Satz 4.2.1 


Seien x1, £2 : No > R zwei Lösungen von (4.2.1), dann ist 
r(n) = c : zi(n) + c2 - Xa{n) 


ebenfalls eine Lösung von (4.2.1), wobei c1, c2 € R zwei beliebige Konstanten sind. 


BEWEIS: 


Da x1, z2 zwei Lösungen von (4.2.1) sind, gilt für allen € No: 


zn +2) + p(n) - xı(n + 1) + (n) zn) =0 (4.2.2a) 


und 


zn +2) + p(n) - zəa(n + 1) +q(n) - za(n) = 0. (4.2.2b) 
Dann folgt für x(n) := cı - xı(n) + co - xa(n) mit beliebigen c1, ca € R: 


z(n +2) + p(n): (n +1) +q(n) -z(n) 
= |a - zrı(n + 2) + c2 - za(n + 2)| 


+ p(n) lan + 1) + c2 - x2(n + 1)] 
+ an) [c1 zıln) + c2 : z2(n)] 
= cn +2) + p(n) un + 1) + q(n) zılm)] 


+ c2: [x2(n + 2) + p(n) zen + 1) + q(n) - z2(n)] 


“29 O füralle neEeNo. 
(4.2.2b) 


Nach Definition 4.1.2 ist 


z{n) = & - ri(n) + c- x(n) 


eine Lösung von (4.2.1) auf No, für beliebige c1, c2 € R. 


- 126 - 


§ 4.2. Lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung 


Definition 4.2.2 (Komplexwertige Funktion der ganzzahligen Variablen) 
Se 


wertige Funktion der ganzzahligen Variablen. 


eine nichtleere Teilmenge von Z. Eine Abbildung w : I — C heißt komplex- 


~. 


Bemerkung 4.2.3 


Jede komplexwertige Funktion w : I — C der ganzzahligen Variablen lässt sich 


in der Form w = u + i- v darstellen, wobei u, v zwei reellwertige Funktionen der 


ganzzahligen Variablen sind. 


Beispiel 4.2.4 
Seien r, y € R mit r # 0. Dann ist die Funktion w : Z — C mit 


w(n) = (r - (cos(p) +i- sin(p)))" 


auf Z wohldefiniert und es gilt für alle n € Z: 


(r - (cos(p) + i- sin(p)))" = r” - (cos(p) +i- sin(p))" 


* 


= r” . (cos(np) +i- sin(np)) 


Pra 
—_ 


=r".cos(np) +i-r"-sin(np), 
wobei wir in (x) den Satz von Mo1vr£° benutzt haben: 


Satz von MOIVRE 


(cos(p)+i-sin(p))” = cos(np)+i-sin(np) für alle y € R und alle n € Z. 


Satz 4.2.5 
Ist x(n) = u(n) +i- v(n) mit reellwertigen Funktionen u,v : No —> R eine 
komplexwertige Lösung von (4.2.1), dann lösen diese beiden Funktionen ebenfalls 


diese Differenzengleichung. 


8 Abraham de Moivre, 1667-1754 
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BEwEIS: 
Da die Funktion x = u +i- v eine komplexwertige Lösung der Gleichung (4.2.1) 
ist, gilt für allen € N, (nach Definition 4.1.1): 


0 = z(n +2) + p(n) -x(n+1)+q(n)- x(n) 
= [u(n + 2) +i- v(n + 2)] 
+p(n)-[un+1l)+i-v(n+1j)] 
+ q(n)  [u(n) +i- v(n)] 
= [u(n +2) + p(n) -u(n + 1) + q(n) - u(n)] 
+i- [v(n +2) + p(n) vn +1) + q(n) vin)]. 


Für jedes n € No liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen: 


u(n +2) + p(n) : u(n + 1) + q(n) un)=0, 

vu(n + 2) + pin) :v(n + 1) + a(n) v(n)=0. 
Nach Definition 4.1.1 sind also die Funktionen u, v Lösungen der homogenen 
Gleichung (4.2.1) auf No. 0 


Beispiel 4.2.6 
Die komplexwertige Funktion x : No —> C mit z(n) := (2 - i)” ist eine Lösung 
der Gleichung 

x(n +2)+4r(n)=0 auf No. 


In der Tat 


r(n +2) +4x(n) = (2i)? +4. (2-i)” 


und nach dem Satz von MOIVRE 


(2i) = 2. (cos (5) +i- sin G) 
Z2 (cos (Z-n) +i-sin(Z-n)) . 
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Für jedes n € No seien u(n) := 2” - cos 6 . n) und v(n) := 2” - sin (Z . n). 
Dann gilt auf No 


T 


u(n +2) + 4u(n) = 2"*? . cos (2 (n+2)) +42" -cos (Z-n) 


=r (a(g: nta) tung) 

= gn+2 3 (- cos (5 n) + cos (- . n)) —( 
sowie 

n+2 : a ki ] 2 
v(n+2)+4vu(n)=2 sin (Z (n+2)) +4-2 sin (Z-n) 
u (sin (Z n + r) +sin (= n) 
ir, (- sin (= . n) + sin (Z ; n)) =0 
2 2 


D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Lösungen von x(n +2) + 4z(n) = 0 
auf No. 


Definition 4.2.7 


Gegeben seien die Funktionen x1, £2 : No — R. Dann heißt die Determinante 


zıln) x(n) ) 


xın +1) zə(n+ 1) 


zın +1) zə(n+1) 


D(n) := det ( 


CASORATI-Determinante dieser Funktionen. 


Definition 4.2.8 

Seien xı und xy zwei verschiedene Lösungen von (4.2.1). Dann heißt {x1, £2} heißt 
Fundamentalsystem von (4.2.1) auf No, falls für die CAsoRATI-Determinante dieser 
Funktionen stets D(n) #0 für allen € No erfüllt ist. 


Beispiel 4.2.9 
zn +2)-x{n)=0, neNo. 


1) zı(n) = 1” = 1 und xa(n) = (—1)” sind Lösungen dieser Gleichung 
auf No. In der Tat gilt für jedes n € No: 


zı(n+2)=1"=1, zıln+2)-zıln) = 1"? -1"=0 


Felice Casorati, 1835-1890 
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sowie 


ran +2) = (1),  gza(n+2)-— uln)= (1)? — (—1)” 


2) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n € No: 


o| a(n) x(n) E DEM ei a 
D(n) = t(n + 1) x(n + 1) = 1 (Er = ( 1) ( 1) 
eb #0. 


Nach Definition 4.2.8 ist {1, (—1)”} ein Fundamentalsystem der Gleichung 
x(n +2) — z(n) = 0 auf No. 
Satz 4.2.10 
Seien xı und x> zwei verschiedene Lösungen von (4.2.1). Existiert ein no € No mit 
D(no) # 0, so gilt D(n) #0 für alle n € No. 
BEWEIS: 
Da die Funktionen z1, £2 : No —> R zwei verschiedene Lösungen der Gleichung 
(4.2.1) sind, gilt für jedes n € No und für jedes k € {1,2}: 


zn + 2) + pin) z(n + 1) + q(n) zen) =0 


s z,(n +2) = —p(n) - ze(n + 1) — q(n) zen). 
Wir untersuchen die Funktion D : No — R, wobei 


x(n) x(n) 


Rz zıln+1l) z(n+1) 


= x(n) -zə(n + 1) — zı(n + 1) - zə(n) 


CASORATI-Determinante der Funktionen x1, £2 ist. 
Weiter gilt für jedes n € No: 
zın +1) zan +1) 


PENS zıln+2) zra(n+2) 


= t(n +1): xa(n +2) — zı(n+2)-zə(n+ 1) 
= rı(n + 1) + [>p(n)  x2(n + 1) — q(n) - x2(n)] 

- [-p(n) zn +1) — an) - zı(n)] - za(n + 1) 
(n) - [zi(n) zen + 1)-— zı(n + 1) - z2(n)] 
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Das Anfangswertproblem 


D(n +1) =q(n) : D(n), 
D(no) = Do (mit Do € R) x 


ist auf No eindeutig lösbar (vgl. Folgerung 2.2.5) und es gilt für jedes n € No: 


wobei wir stets q(n) # 0 für allen € No haben. 
Somit folgt: Ist D(no) Z 0, so gilt auch D(n) # 0 für allen € No. = 


Satz und Definition 4.2.11 


Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung. 


Sei {x1, £2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf No, dann lässt sich jede 
Lösung x : No > R von (4.2.1) in der Form 


x(n) = & : x(n) + & - xa(n) 


darstellen, wobei die Koeffizienten c1, c2 € R eindeutig bestimmt sind. 

Lässt man in cı - xı(n) + & - xa(n) die Koeffizienten cı,ca unabhängig von 
einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen 
der Gleichung (4.2.1). Man sagt: Durch x(n) = c : zı(n) + c2 - za(n) ist die 


allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung 
en +2) + p(n) : x(n + 1) + q(n) zn) =0 


auf No gegeben. 


BEWEIS: 
Da {xı,x2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist, ist nach Definition 4.2.8 und 
Satz 4.2.1 jede Funktion x : No — R mit 


z(n) = cı:zı(n) +: Xa(n) 
immer eine Lösung von (4.2.1) für beliebige c1, c2 € R. 
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Seitz: No — R eine beliebige Lösung von (4.2.1). Wir zeigen: Es existieren 


C1,C2 € R, sodass auf No gilt: 


Z&n)=c-z(ln)+c&-Xaln) 
In der Tat: Wir nehmen ein beliebiges nọ € No und bestimmen die Werte Z(no) 


und X(ng + 1). Wir suchen cı,ca € R mit: 


*) 


c1'7%ı (no) +6: xa(no) =7(no) ; 
C1: xı(no + 1) +06: Xa(no + 1) =7T(Nno + 1) & 


Weiter gilt 
2 (no) xə(no) 
xı(no +1) z2ə(no +1) 


= D(no) # 0, 


da {x1, £2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist. Dann ist das LGS (x) ein- 
deutig für cı, cə lösbar. Sei {C1,c2} diese eindeutige Lösung des LGS (x). Wir 


untersuchen die Funktion x : No — R mit 


Nach Satz 4.2.1 ist x eine Lösung von (4.2.1) auf No und 


z{no) = & : z1(n0) + &  z2(n0) = Z(No), 
sowie 


m + 1) = & nm + 1) + & mm + 1) = T(no + 1). 


Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems (Satz 4.1.2) gilt 
für alle n € No: 


und 


T(n) = & - r(n) + & - x(n) 


Dann ist jede Lösung von (4.2.1) in der Form cı - xı (n) + c2- x2 (n) mitc,,@ E€ R 
darstellbar. 
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Beispiel 4.2.12 


z(n+2)+z(n)=0, neN. 


1) zı(n) = cos (Z . n) und z2(n) := sin (= . n) sind die Lösungen der Glei- 


chung auf No. In der Tat gilt für jedes n € No: 


und 


xı(n + 2) + zı(n) = cos (Z @+2)) + cos (Z-n) 
=cos(Z-n+7) + cos (5 ) 
= -cos (Z-n) +cos (Z-n) = 0; 


x(n + 2) + xa(n) = sin (- . (n+2)) +sin (>: ) 
= sin (Sn+r) +sin (Z ) 
= - sin (Z-n) +sin (Z J= 


2) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n € No: 


D(n) 


zı(n) ta(n) 
zın+1) z(n+1) 


T T 
Nach Definition 4.2.8 ist somit < cos |<: n) ‚sin (= . n)} ein Fundamen- 


talsystem von z(n + 2) + x(n) = 0 auf No. 


3) Die allgemeine Lösung der Gleichung z(n +2) + x(n) = 0 auf No lautet also 
nach Satz 4.2.11: 


(m) =a: cos (Zen) +e: sia (Zn) 
x(n) = cı : cos 5 n ©-sin 5 n 


mit beliebigen c1, c€ € R. 
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Satz 4.2.13 

Sei xı eine Lösung von (4.2.1), sodass zı(n) # 0 für allen € Nọ. Dann kann 
man eine zweite Lösung xz der Gleichung (4.2.1) bestimmen, sodass {x1,x2} ein 
Fundamentalsystem von (4.2.1) bildet. 

BEWEIS: 

Wir suchen die Lösung xə in der Form gzə(n) = xı(n) - u(n), wobei u: No > 
R eine unbekannte Funktion ist. In die Differenzengleichung (4.2.1) eingesetzt 


ergibt: 


zn +2) u(n +2) + p(n) - zı(n +1) -u(n + 1) 


+q(n) ; xı(n) un) = 0. 
Da zı eine Lösung von (4.2.1) ist, gilt p(n)-zı(n+1) = —zı(n+2)—q(n)-xzı(n) 


und wir erhalten 
zı(n +2): un +2) +(-zıln +2) - a(n) : zıln)) un +1) 


+g(n) + zı(n) -u(n) = 0 


e an +2): (um+2)-un+) 
+q(n) - zı(n) - (u(n) — un +1)) = 0 


x(n) 
de 1))— . . 1)— =0. 
ee. re) NE (u(n + 1) — u(n)) 

M.a. W. genügt die Funktion w : No —> R mit w(n) := u(n + 1) — u(n) der 
folgenden linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung auf No: 


zı(n) u 
w(n+1)-q({n)- NER w(n) =0. (4.2.3) 


Nach Bemerkung 2.2.2 ist dann 


ara a __ aaa Tr 
w(n) = ]] a) TRETEN ICO 


eine Lösung von (4.2.3) auf No. Weiterhin bekommt man u als eine Lösung der 
n—1 


Gleichung u(n +1) — u(n) = w(n) durch u(n) = >, w(k). Mit dieser 
k=0 
Funktion u ist also za(n) = xı(n) - u(n) eine (weitere) Lösung der Gleichung 


(4.2.1) auf No. 
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Nach Definition 4.2.7 erhalten wir ferner für allen € No: 


zıln+1l) zıln+l)-uln+]) 
= m(n) zn +1): (un +1) -ufn)) = s(n) -m(n + 1): win) 


n—1 


= 210) 10) [J a) 7 0. 


k=0 


xı(n) xı(n) 


D(n) = 
zıln+1l) z(n+1) 


Somit ist {x1, 22} nach Definition 4.2.8 ein Fundamentalsystem der homogenen 
Gleichung (4.2.1) auf No. 


Beispiel 4.2.14 
x(n +2) — 4r(n + 1) + 4zr(n) =0, neNo. (4.2.4) 


1) Wir suchen zunächst eine komplexwertige Lösung xı in der Form 
zı(n) =A"” mit A € C\{0}. Dann gilt: 


r(n+2)— 4r(n+1)+4r(n)=0 & 2-1 N"=0 


> A. (X —4A+4)=0 S Vettel ae \ì=2. 
Also ist zı (n) = 2” eine reellwertige Lösung der Gleichung (4.2.4) auf No. 


2) Wir suchen eine weitere Lösung z2 in der Form xa(n) := xı (n)-u(n), wobei 


u: No > R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes n € No gilt: 


x&(n +2) -Axa(n+1)+4xa(n) = 0 
und eingesetzt 


zın+2)-un+2)-4Arıln+1)-un+1)+4rıln)-uln)=0. 


Da zı eine Lösung ist, gilt Arı(n + 1) = zı(n + 2) + Axı(n), sodass wir 


erhalten 


zı(n+2)-uhn+2)- (zıln+2)+4xı(n))-uln+1)+4xı(n) - u(n) = 
E zı(n+2)- (u(n +2) — u(n + 1)) — 4z (n) - (un+1)-u(n)) =0 
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M.a.W. genügt die Funktion w : No > R mit w(n) = u(n+1)-u(n) der 


Differenzengleichung 
zı(n+2)-w(n+1)-4Axı(n) - w(n) =0 
und wir erhalten mit x (n) = 2” für allen € No: 
27+2.w(n+1)—-4:-2"”.w(n) = 
ee w(n + 1) — w(n) = 
Wir wählen (z.B.) w(n) = 1 für alle n € No. Dann gilt für alle n € No: 


u(n+1)—u(n)=1 


Wir nehmen (z.B.) u(n) = n, woraus xa(n) = 2":n fürallen € No folgt. 


zə(n) = 2” - n ist auch eine Lösung der Gleichung (4.2.4) auf No. 


3) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n € No: 
D(n) = x(n) z(n) 2? 2n 
zıln+1l) za(n+1) DR DER (n41) 
= gent Ai. 
Nach Definition 4.2.8 ist somit {2”, 2” - n} ein Fundamentalsystem der ho- 
mogenen Gleichung (4.2.4) auf No. 
4) Die allgemeine Lösung der Gleichung (4.2.4) auf No lautet nach Satz 4.2.11: 
r(n)=4a: 2 +e n- 2” = 2". (a+ n) 
mit beliebigen c1, c&2 € R. 
Satz 4.2.15 


Gegeben seien die Funktionen p,q : No — R, wobei q(n) # 0 für allen € No ist. 


Dann besitzt die lineare homogene Differenzengleichung 2. Ordnung 


zàn + 2) + p(n) : s(n + 1) + a(n) zn) = 0 


ein Fundamentalsystem auf No. 
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BEWEIS: 
Wir finden zwei (spezielle) Lösungen xı und x, der homogenen Differenzenglei- 


chung (4.2.1) mit folgenden Anfangsbedingungen: 


Nach Satz 4.1.2 sind die Funktionen z1, £2 : No > R eindeutig bestimmt. An 


der Stelle 0 erhalten wir für die CAsoRATI-Determinante dieser Funktionen: 


10 
0 1 


=1#0. 


Nach Satz 4.2.10 ist D(n) # 0 für alle n € No und nach Definition 4.2.8 ist 


{z1, £2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf No . 


4.3 Lineare homogene Differenzengleichung zwei- 


ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Definition 4.3.1 
Gegeben seien p,q € R mit q # 0. Gesucht ist eine Funktion x: No > R , sodass 
für allen € No gilt 


zin+2)+p-zin+1)+g-z(n)=0. (4.3.1) 


Die Gleichung (4.3.1) heißt lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : No — R heißt Lösung der 
Gleichung (4.3.1) auf No. 

Eine Funktion x : No > C, die (4.3.1) erfüllt, heißt komplexwertige Lösung der 
Gleichung (4.3.1) auf No. 
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Bemerkung 4.3.2 
Wir suchen Lösungen der Gleichung (4.3.1) in der Form 


a = à” 
mit A € C\{0}. In Gleichung (4.3.1) eingesetzt: 
Art? p- Artt +q- à= 0, 


liefert unter Berücksichtigung, dass A Æ 0 ist: 


X +p-à+q=0, (4.3.1c) 
PN: Di 
en >) . 


Beachte: Da q #£ 0 ist, ist A = 0 keine Lösung von (4.3.1c). 

Gleichung (4.3.1c) heißt charakteristische Gleichung der Differenzengleichung (4.3.1) 

und D = (5) 5 q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (4.3.1c). 
Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion x : No > C mit x(n) := à” und 

A € C\ {0} ist genau dann eine (komplexwertige) Lösung von (4.3.1) auf No, wenn 

A eine (komplexe) Lösung der zugehörigen charakteristischen Gleichung (4.3.1c) 


ist. 
p 2 
L. Fall (2) Sg 


. p py? p p\? 
S À A (2) =; A ZZ. — (2) — q. 
elen Aı 5 + 5 q 2 5 5 q 
Dann sind {\1, Aa} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi- 


schen Gleichung (4.3.1c). 


Die reellwertigen Funktionen 1,22 : No > R mit xı(n) = A? und 


x(n) := Ay bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf No. In der Tat: 


Die Funktionen z1, £2 sind Lösungen von (4.3.1) und für allen € No gilt: 


zn)  z(n) A SAL 


zln+1) za(n+1l) 


N Aue 
= (Ar: A2)" < (Aa — Aı) #0, 


denn Xı Æ Aa und X = 0 ist keine Lösung von (4.3.1c). 
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Folgerung 4.3.3 
Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : Nọ — R mit 
r(n) =ca'A+%'% 

und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (4.3.1) im Fall (5) Sa q>0. 
Beispiel 4.3.4 

z(n+2) -2x(n+1)-3x(n)=0, neNo. 
Die entsprechende charakteristische Gleichung ist 

”-21-3=0 #A=-1 oder A=3. 
Seien à; := —1 und Aa := 3. Dann bilden die Funktionen z1, £2 : No — R mit 

zı(ln) = (-1)” und z(n) = 3” 


ein Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) — 2x(n + 1) - 3z(n) = 0 
auf No. Nach Folgerung 4.3.3 ist 


r(n) =cı:(-1)" + c2- 3” 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf No. 


2 
II. Fall (5) geh 
Die reelle Zahl X := -5 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung 
(4.3.1c) (mit Vielfachheit r = 2). Beachte: da q Æ 0 ist, ist hier p £ 0. 
Die reellwertige Funktion zı : No > R mit x, (n) = A" und \ = u ist 
eine Lösung von (4.3.1). Wir suchen eine weitere Lösung x2 : No — R in 


der Form 
£oln) := à” u(n), 
wobei u : Nọ —> R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes n € No 
gilt: 
ta(n +2) +p: zə(n+1)+q:zə(n)=0 
4< XP un+2)+p-A"-un+1)+g-A"-uln)=0 
a -uln+2)+p-A-un+1)+g-u(n)=0 


=> 
AZO 
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Da X eine Lösung der charakteristischen Gleichung ist, gilt auch 
a -uln)+p-A-uln)+gqg-uln) =0. (**) 


Eine Subtraktion der Gleichungen (x) und (x*) liefert: 


X2- (u(n +2) - u(n)) +p- Aà- (um +1) — u(n)) = 0 

p p 
= tun +2) - um) -Z-(un+1)- un) =0 
ber (u(n +2) — uln)) = 2- (u(n + 1) un)) = 0 
s= (u(n +2)— u(n + 1))— (u(n + 1) — u(n)) = 0 


Für alle n € No sei weiter w(n) = u(n + 1) — u(n). 


Dann gilt w(n+ 1) =u(n+2)—u(n+1) und 
(u(n+2)—u(n+1))—(u(n+1)—u(n))=0 & w(n+1)-w(n)=0. 


Für alle n € No nehmen wir w(n)= 1. 
Dann ist 
u(n+ 1)— u(n) = 1. 


Wir nehmen u(n)=n füralle n € No, woraus 
zan) =A”. n 
folgt. 


Die Funktionen z1, £2 : No > R mit xı(n) = à” und za(n) = n - à” 
(wobei à = u ist ) bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf No. In 
der Tat gilt für allen € No: 


x(n) za(n) As n-A” 
D(n) = = Iyr+1 n+1 
zın +1) z(n+1) A (n+1)-A 
= art + 0, 
da À Æ 0 ist. 


§ 4.3. Lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Folgerung 4.3.5 


Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : Nọ — R mit 
ı(n) =a A+ eon. A = AA (aten) 
2 
und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (4.3.1) im Fall (5) —q =Q. 


Beispiel 4.3.6 


x(n +2) + 6r(n+1)+9r(n)=0, neN. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung ist 


A? +6å+9=0 & A=-3 (mitVielfachheitr = 2). 


Dann bilden die Funktionen z1, £2 : No > R mit 


zı = (—3)” und z:= n- (—3)” 


ein Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) + 6z(n + 1) + 9z(n) = 0 
auf No. Nach Folgerung 4.3.5 ist 


en) = (=3)" - (ca + c2: n) 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf No. 
2 2 
III. Fall (5) Syst ge (5) > 0 
m 2 2 
Beachte: Hier ist q > 0. 


Wegen 


2 
sind A=a+ti-ß mita = 5 und 3 := ı/q — (5) zwei verschie- 


dene komplexe Lösungen der charakteristischen Gleichung (4.3.1c). Die 


komplexwertigen Funktionen 27,25: No — C mit 
ri(n):= (a +i- 8)” und ı5(n) = (a-i. b)” 


sind Lösungen der Gleichung (4.3.1). 
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Weiter gilt 


an Sue, 20 VENEN ERBE VE BEN 
a+i De +ß (et I). 


Mit a? + 9° = q > 0 folgt: 
a+i- b = yq: (cos(p) +i-sin(p)), 


wobei das Argument ọ durch die Bedingungen 


Q 


cos(p) = Vor + B? 
sin(p) = TTP 


p € [0; 27) 


eindeutig bestimmt ist. Da bei uns 5 > 0 ist, gilt daher 


p = arccos =) = arccos (5) € (0; r). 


Nach dem Satz von MoIVRE bekommt man für jedes n € No 


(a +i- B)” = (q)? - (cos(n- p) +i- sin(n - 9)) 
und 
(a-i: 8)" = (E FTP)" Tori 
= (q)? - (cos(n - p) — i - sin(n - p)). 


Also haben wir für jedes n € No: 


z(n) = (9)? - (cos(n- p) + i- sin(n - p)) 
23(n) = (9)? - (cos(n-p) — i - sin(n - 9)). 


Nach Satz 4.2.5 sind somit auch Re(x}(n)), Im(x*(n)), Re(x3(n)) und 
Im(xi(n)) Lösungen der Gleichung (4.3.1). 


§ 4.3. Lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Wir wählen (z.B.) 


und 
x, (n) = Im(2}(n)) = (q)? - sin(n 9). 


Dann bilden die Funktionen z1, £2 : No — R ein Fundamentalsystem von 
(4.3.1) auf No. In der Tat gilt für jedes n € No: 


Die x(n) x(n) 
zın+1l) z(n-+1) 
(q)? - cos(n - g) (q)? -sin(n p) 
(a) P -cos((n+1)-p) (Q) F -sin((n+1)- p) 


n+l 


(0)? - (P - (sin((n +1) p) + cos(n + p) 
— cos((n + 1) - y) -sin(n - )) 
= (q)" - (a)? -sin(p) #0, 


m > 
Vere 


denn q #0 und sin(p) = A. 


Folgerung 4.3.7 


2 
Nach Satz 4.2.11 ist im Fall ( ) — q < 0 die Funktion x : No —> R mit 


n 
2 


z(n) = cı : (q)? - cos(n-p) + c2 (q)? -sin(n - p) 


= (q)? - (c1 - cos(n - p) + c2 - sin(n - ẹ)) 


und beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung von (4.3.1) auf No. 
Sr p 
Dabei ist p = arccos 2.) 
24 
Beispiel 4.3.8 
i) z(n+2)+9e(n)=0, n € No. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet: 


X +9=0 > A=Hi-3. 
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Es gilt a = 0, 8 = 3 und Y = =. Dann bilden die Funktionen z1, £ə : 
No — R mit xı(n) = 3” - cos (= -n) und x>(n) := 3” - sin (= . n) ein 
Fundamentalsystem der Gleichung z(n + 2) + 9z(n) = 0 auf No. 
Nach Folgerung 4.3.7 ist 
r(n)=3". (cı - COS (Z-n) + & -sin (Z-n)) 
2 2 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf No. 


ii) x(n +2)+2zr(n +1) + 5zr(n) = 0, n € No. 


Die entsprechende charakteristische Gleichung ist 


X +2A+5=0 8 Aà=-li-2. 


1 
Es git a = —1, = 2 und = arccos | ——- |. Dann bilden die 
g b p ( =) 


Funktionen z1,22 : No > R mit zı(n) = (V5)" - cos(n - p) und 
za(n) := (V5)* - sin(n - p) ein Fundamentalsystem der homogenen Glei- 
chung x(n + 2) + 2z(n + 1) + 5z(n) = 0 auf No. 


Nach Folgerung 4.3.7 ist 


u 


x({n) = 52 - (& - cos(n - p) + c - sin(n - o)) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf No. 


5 


Beispiel 4.3.9 (Fısonaccıi-Zahlen"’) 


Dabei ist y = arccos | — 


Definition: Die unendliche Folge (Fanen der natürlichen Zahlen, die rekur- 
siv durch 
Pn = Farat Ena 
fürn > 2 mit den Anfangswerten Fọ = 0 und F} = 1 definiert ist, heißt Fi- 
BONACCI- Folge. Die darin enthaltenen Zahlen heißen Fısonacci-Zahlen. Wir 
können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen: 
z(n+2)-x(n+1)-x{n)=0, nE€No, 
x(0)=0, 
2: 


10Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, ca. 1170-1240 
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet 


vexelel > e 


Nach Folgerung 4.3.3 ist mit beliebigen c1, c2 € R die Funktion 


ee k 2) Pe (>) 


die allgemeine Lösung der homogenen Differenzengleichung. Wir suchen spe- 


zielle cı,ca € R, mit: 


x(0)=0 a+&@=0 
= 
1 5 l1- v5 
Kay er EMS Wsi 
2 2 
1 
C Sm 
5 v5 
1 
Co = —— 
045 
Dann gilt für jedesn € No 
1 iva lea) 
ı({n)=—: — ! 
J5 2 2 
welche Formel von BINET" genannt wird. 
Übung 
Weisen Sie nach: Der Quotient zweier aufeinanderfolgender FIBONACCI- 
Fn 1 5 
Zahlen nähert sich dem Goldenen Schnitt. Also gilt lim nn = a 
n— o0 n 
Beispiel 4.3.10 
Für a,b € R\{0} und io, pı € R betrachten wir 
z(n+2)-(a+b)-z(n+1l)+ta.b-x(n)=0, nEeNo, 
x(0) = Ho, 


"Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856 
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet 


a+b a-b 
2 2 


AX —-(a+b)-Ata-b=0 e à= 


I. Fall a+b Dann besitzt die charakteristische Gleichung zwei verschiedene 


reelle Lösungen. Seien A} := a, Aa := b. Nach Folgerung 4.3.3 ist 
z({n) = & a” +c- b” 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der homogenen Differenzen- 


gleichung auf No. Wir suchen spezielle c1, c2 € R, mit: 


£(0)= Ho C& + &2 = Ho 
© 
x(1) = m & a+ cb = pa 
Es gilt: 
11 
= ie denn az#b 
sowie 
1 1 
A = b: Wo —4ı und A2:= pa = W — a: Ho 
Hı b a Mi 
Nach der CRAMER’ schen Regel folgt: 
b-a ’ BER b-a ` 


Dann ist 
(b - po — p1) a” + (u1 — a: Ho) b” 
b-a 
die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a Æ b. 


tin) = 


I. Fall a=b Dann besitzt die charakteristische Gleichung eine reelle Lösung 
A = a (mit Vielfachheit r = 2). Nach Folgerung 4.3.5 ist 


x(n) =a” - (a +c- n) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der homogenen Differenzen- 


gleichung auf No. 
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Wir suchen spezielle c1, c2 € R, mit: 


(0) = mo Cı = Ho 
> 
(1) = p a: (ci + c2) = pa 
Cı = Ho 
> 
_ H17 4a: po 
C2 = 


Dann ist 


n—1 


z{n) = po: a” + (m — a: po) n-a 


die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a = b. 


Übung 


Weisen Sie nach: Fall I verhält sich wie Fall II, wenn b — a läuft. 


4.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung 


zweiter Ordnung 


Satz 4.4.1 
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : No > R, wobei q(n) # 0 für allen € No 
ist. Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differenzengleichung 2. 


Ordnung 
s(n +2) + p(n) : x(n + 1) + an) x(n) = f(n) (4.4.1) 


aufNo schreiben als: L = x* +Lo, wobei Lo die Lösungsmenge der entsprechenden 


homogenen Gleichung 
z{n+2)+p(n)-x(n+1)+g(n)-x(n) =0 (4.4.1h) 


und x*(n) eine (sog. partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung ist. 
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BEWEIS: 


Wir haben bereits in Satz 4.2.15 gesehen, dass Lo nichtleer ist. Wir werden in 
Bemerkung 4.4.4 zeigen, dass auch L # 2, mit anderen Worten existiert eine 


partikuläre Lösung x*(n) von (4.4.1) und es gilt auf No 
x*(n +2) + pín) -x*(n+1)+q(n):*(n)= f(n). 
1. Sei zz(n) € L eine beliebige Lösung von (4.4.1). Dann gilt für jedes n € No 


zL(n +2) + p(n): sr(n + 1) + q(n) - zr(n) = f(n), 
und somit 
(un +2) — x*(n + 2)) + p(n) (ein + 1) — z” (n + 1)) 
+q(n) - (xr(n) — z*(n)) = 0. 


D.h., T(n) = zr (n) — x*(n) ist eine Lösung der homogenen Gleichung 
x(n + 2) + p(n) -x(n + 1) + q(n) - x(n) =0 


auf No. Also gilt für jedes zz (n) € L: 


x(n) = sn) + Z(n) € r*(n)+Lo und L C r*(n)+ Lo. 


2. Sei nun (n) € Lo eine beliebige Lösung der homogenen Gleichung. Dann 


gilt für jedes n € No : 
T(n + 2) + p(n) : T(n + 1) + a(n) zn) = 0 
Da x*(n) eine (partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.1) ist, 
folgt 
(ein +2) + r*(n +2))+ p(n): (n+1l)+a*’(n+1)) 
+q(n) - (Ein) +2" (n)) = f(n) 


D. h., x(n) = T(n) + x*(n) ist eine Lösung der inhomogenen Gleichung 


(4.4.1). Also gilt für jedes z(n) € Lo 


z’(n)+zn)eL und «*n)+ LoC L. 


Insgesamt haben wir L = z* (n) + Lo gezeigt. o 
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Folgerung 4.4.2 


Sei {x1, z2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzengleichung 
z{n+2)+p(n)-z(n+1)+g(n) -z(n) =0 (4.4.1h) 


aufNo. Lässt man in cı -zı(n)+ca-za(n) die Koeffizienten c1, c2 € R unabhängig 
voneinander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen 
der homogenen Gleichung (4.4.1h). 

Also gilt für die Lösungsmenge 


Lo = {c1 - zı(n) + & - za(n) K C1, C2 E€ R}, 


dabei heißt c - xı (n) + c2- x(n) allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Ist 
jetzt x* (n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.1), dann gilt 
nach Satz 4.4.1 für die Lösungsmenge: 


L = {4 : x(n) + c& - ra(n) +r” (n) : &, c E€ R}. 


Man sagt: Durch z(n) = cı - x(n) + ca: za(n) + x*(n) ist die allgemeine Lösung 
der linearen inhomogenen Differenzengleichung 2. Ordnung (4.4.1) gegeben. 

Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzenglei- 
chung 2. Ordnung hat die Form 


x(n) = T(n) + z* (n), (4.4.2) 


wobei (n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Glei- 


chung und x*(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung ist. 


Beispiel 4.4.3 
z(n+2)-9x(n)=n, neNo. (4.4.3) 


1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet 
z(n+2)-9z({n) =0 (4.4.3h) 
und die charakteristische Gleichung ist 
”-9=0 e A=4. 
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Nach Folgerung 4.3.3 ist 
T(n) = & - 3” +c- (—3)” mitbeliebigen cı,@E€R 
die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.3h). 


2) Wie ist nun z*(n) zu wählen? 


Dazu betrachten wir den Ansatz x*(n) = A-n + B mit A, B € R. Dann gilt 
für jedes n € No : 


r*(n+ 2) -—9r*(n)=n, & A-(n+2)+B-9-(A-n+B)=n. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


-8A=1 u: 
z 1 
32 
: 1 I. PE : 
Dann ist 2*(n) = —= :n — — eine partikuläre Lösung der inhomogenen 


Gleichung (4.4.3). Nach Satz 4.4.1 und Folgerung 4.4.2 ist 
z(n) = T(n) + 2*(n) = & - 3” + & - (-3)" + (30-5) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung (4.4.3) auf No. 


Bemerkung 4.4.4 (Variation der Konstanten) 
Gegeben seien die Funktionen p,q, f : No > R, wobei g(n) # 0 für allen € No 


ist. Sei weiter {x1, £2} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung 
x(n +2) + p(n) : x(n + 1) + q(n) : x(n) =0. 
Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung 
z(n + 2) + p(n) -e(n + 1) + aln) - z(n) = f(n) 
findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten: 
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Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form: 
x 
z*(n) = cı(n) -zı(n) + oln) - xa(n), 


wobei c1,c2 : No > R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (nach Einsetzung 
in (4.4.1)): 
aln +2): -zıln+2)+c(n+2)-za(n-+ 2) 
+pin) (an + 1) - x(n + 1) + co(n + 1) zen + 1)) (=) 
+a(n) (cn) : zıln) + can) x2(n)) = f(n). 


Da die Funktionen x1, xə die Lösungen der homogenen Gleichung sind gilt: 


cr) zıln +2) +cıln) pn) zıln+1) 

+c (n) - a(n) - zıln)=0, (**) 
co(n) : a(n + 2) + c2(n) : p(n) ze(n+1) 

+c2(n) - q(n) - za(n) =0. (* x x) 


Dann liefert (x) — (xx) — (x * x): 


(cı(n +2) — cı(n))- xı(n +2) 
+(c(n +2) — ca(n)) - za(n + 2) 
+p(n) - ((aln+1) -= aln): s(n 1) 


+Hca(n + 1) — ca(n)) - za(n + 1)) = f(n) 


> ((aln+2)- can +1))+ (an +1) -c(n)))-zıln +2) 
+l(o(n +2) - co(n+1))+ (can +1) — c&(n))) - za(n + 2) 
+p(n) (an +1) - cum) zı(n+1) 


Hona D=o zo(n + 1)) = f(n) 
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< (a(ln+2)-c(n+1))-zı[n +2) 
+(ce(n + 2) — co(n + 1)) - za(n + 2) 
+c(n +1) -cı(n))-zı(n +2) 
+(c(n +1) — ca{n)) - za(n + 2) 
+p(n) - CO +1)-cı(n))-zı(n+1) 


Een) (n)) -t(n +1) = f(n). 


(x x x) 
Als zusätzliche Bedingung auf No nehmen wir an: 
(ci(n + 1) = ci (n)) zıln + 1) 
+e(n+1)— ca(n))-ze(n+1)=0. (+) 
Dann ist 
(a(n +2) -cıln+1))-zı(n +2) 
+(c2(n + 2) — c2(n + 1)) - za(n +2) =0. 
Und eingesetzt in (x x xx): 
(ln + 1) = cın)) zıln + 2) 
+aln + 1) — c2(n)) - z2(n + 2) = f(n). (++) 


Wir setzten 
wi(n):= a&(n+1)— a(n) und w(n):= e(n + 1) -— e(n). 


Mit Hilfe von (+) und (++) erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die 


unbekannten Funktionen wi (n), wa(n) : No — R, nämlich: 
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Nach Definition 4.2.7 ist A= D(n + 1) die CAsorATI-Determinante der Funktio- 
nen z1, z2. Da {x1, £o} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist, gilt 
D(n + 1) # 0 für allen € No. Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den 


Unbekannten wi (n), wa(n) eindeutig lösbar. Mit der CRAMER’schen Regel erhalten 


wir 


a= 0 zu(n+1) | zı(n + 0 
f(n) za(n+2 zı(n+2) f(n) 
und 
m(n) = At ln + fin) 
i A D(in+1) 
ws(n) = A2 = (n+ 1)- f(n) 
DEE o DEN) 
Da wir 
w(n) := aln + 1)- aln) 
und 


gesetzt haben, folgt 


(n+ 1) - mi )+c(l0) bzw. aln+1)= ) wlk)+c(0), 
k=0 


wobei cı(0),c2(0) € R beliebig gewählt werden können. Also gilt für jedesn € No: 


n—1 n—1 
cn) = > wılk)+cı(0) bzw cln)= ) walk) +cl0). (4.4.4) 
k=0 k=0 
Wir erhalten die Funktionen c1, c2 : No > R und somit eine partikuläre Lösung 


der inhomogenen Differenzengleichung in der Form 


x&*(n) = a(n) -xı(n) + e(n) - za(n). 
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Beispiel 4.4.5 
(n+2)-x(n) 2 eN (4.4.5) 
— EFEFEF n ; .4. 
a ee, i 
1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet 
x(n+2)-—z(n)=0 (4.4.5h) 


2) 


und die charakteristische Gleichung ist 


X -—1=0 > A=H4l. 


Seien Aı := 1 und Aa := —1. Nach Folgerung 4.3.3 ist 
T(n) = & + &- (—1)” 


die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.5h). 
Die Funktionen x (n) = 1 und xa(n) := (—1)” bilden ein Fundamentalsys- 


tem der homogenen Gleichung auf No. 


Wir suchen nun x* mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach 


Bemerkung 4.4.4 erhalten wir für allen € No: 


w(n)-1+ wa(n) - (11) = 0 


2 
lei (1) +2? = — 
wan) WAS n? + 4n +3 
mit der Hauptdeterminante 
” = 1 (-1)"H 
A=D({n+1)= il an = 
TIn T 2) £ə(n r 2) 1 (ehe 


sowie 
0 (-1)"H 
ar _ 2 2" 
= 2 (17+ n? + 4n +3 n?+4n+3’ 
n? +4n +3 
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und 
1 0 
i 2 
nam 2 nm? +4m+3 
n?+4n+3 

Nach der CRAMER’ schen Regel gilt für jedes n € No: 

^1 1 1 1 1 

m es 32. = 5l 

und 

A2 1 (—1)” 


(1). (n2 +4n+3) n2+4n+3 


1 1 
2 n+1 n+3J 
Weiter gilt nach Bemerkung 4.4.4: 


a= antaO 2 ee 2 =) + c1(0) 


1) a n 


und , l 
an =F I I (75) +0 
k=0 k=0 
Ed le 
Mit cı(0) = ——- und c& (0) = —— bekommen wir folgende partikuläre Lösung 


der inhomogenen Differenzengleichung (4.4.5): 


N 

2 

=. d 1 tfi A RE | 
2 |n+1 n+2| 2 [n+1 n+2| n+1 

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.5) auf No ist somit 
1 
— T = rn. bo =l w te 
x(n) = T(n) + z* (n) = c& + & + (—1) ET 


mit beliebigen c1, c2 € R. 
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Satz 4.4.6 (Superpositionsprinzip) 
Gegeben seien die Funktionen p,q, fı, f2 : No — R, wobei q(n) # 0 für alle 
n € No ist. Seien weiter x{(n) eine partikuläre Lösung von 

x(n +2) + p(n) -x(n + 1) + q(n) zn) = fi(n) (4.4.6a) 
und x3(n) eine partikuläre Lösung von 

z(n+2)+p(n)-z(n+1)+g(n)-x{n) = fen). (4.4.6b) 
Dann ist x* (n) = x/(n) + x5(n) eine partikuläre Lösung von 

z{n +2) + p(n) -e(n +1) +q(n)-x{n)= fln) + fol). (447) 

BEWEIS: 


Einsetzen von z* (n) in (4.4.7) liefert die Behauptung, weil x} (n) und x(n) par- 


tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind. 


4.5 Lineare inhomogene Differenzengleichung 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien- 


ten 


Definition 4.5.1 
Gegeben seien eine Funktion f : No > R und reelle Zahlen p,q € R mit q Æ 0. 
Gesucht ist eine Funktion x: No > R, sodass für allen € No gilt: 


r(n+2)+p-z(n+1)+q-:z(n)= f(n). (4.5.1) 
Die Gleichung (4.5.1) heißt lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ord- 


nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : No —> R heißt Lösung der 
Gleichung (4.5.1) auf No. (Vgl. Definition 4.1.1, Bemerkung 4.1.3, Definition 4.3.1). 
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Bemerkung 4.5.2 
Nach Folgerung 4.4.2 hat die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Diffe- 
renzengleichung (4.5.1) die Form 


x(n) = T(n) + z* (n), (4.5.2) 


wobei x(n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe- 


renzengleichung 
z(n+2)+p-xz(n+1)+g-z(n)=0 (4.5.1h) 


und .x*(n) eine partikuläre Lösung der linearen inhomogenen Differenzengleichung 
(4.5.1) ist. Die allgemeine Lösung T(n) von (4.5.1h) bekommt man, wenn man die 


charakteristische Gleichung 
A +p- -à+q=0 (4.5.1c) 


untersucht (s. Folgerungen 4.3.3, 4.3.5 , 4.3.7). 
Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen x* (n) von (4.5.1) für einige 
Sonderfälle der rechten Seite f : No > R: 


i) f(n) := Pn(n) ein Polynom vom Grad m € No. 


a) A = 1 ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c). 
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
en) = Amen), 
wobei Qm(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 
(s. Beispiel 4.5.4: xz({n+2)-xz(n+1)+x{n) =n?+6) 


b) A = 1 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel- 
fachheitr € N). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
a(n) =n" Amen), 


wobei Qm(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 


(s. Beispiel 4.5.5: x(n +2) — 2z(n + 1) + z(n) = 2) 
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ii) f(n) := q” - Pm{n), wobeiy € R\{0,1} und P„(n) ein Polynom vom Grad 
m €E No ist. 


a) A = y ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
z“ (n) = 7” Qm{R), 


wobei Qm(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 
(s. Beispiel 4.5.6: x(n +2) — 3x(n + 1) — 4x(n) = (6n — 8) - 2") 


b) A = Ņ ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel- 
fachheitr EN). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
a(n) =n" 4" Qnln), 


wobei Qm(n) ein Polynom vom Grad m mit unbekannten Koeffizienten ist. 


(s. Beispiel 4.5.7: x(n +2) +5x(n + 1) + 6x(n) = (8n — 2) - (-2)*) 


iii) f(n) = Pm{n) - cos(nıb) + Qin) - sin(ny), wobei y € R\{mk} mit 
k € Z. Dabei sind P„(n), Qı(n) Polynome vom Grad m,l € N, oder genau 
ein Polynom ist das Nullpolynom. 


a) A = cos(ıb) + i - sin(ıb) sind keine Lösungen der charakteristischen Glei- 
chung (4.5.1c). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
x*(n) = Syn (n) - cos(ny) + Ty (n) - sin(ny), 


wobei Sn (n), Ty (n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{m, l} 


mit unbekannten Koeffizienten sind. 


(s. Beispiel 4.5.8: x(n +2) +4x(n) = 17n - sin (- . n)) 
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b) A = cos(4Y) +i - sin(ıb) sind Lösungen der charakteristischen Gleichung 
(4.5.1c) (mit Vielfachheitr € N). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
x*(n) =n" - (Sn(n) - cos(nıb) + Ty(n) - sin(ny)), 
wobei Sn (n), Ty (n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{m, l} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 
oou . = M 
(s. Beispiel 4.5.9: x(n +2) + z(n) = cos (= n)) 
iv) f(n) = o - (Pm(n) : cos(nıb) + Qı(n) - sin(ny)), wobeipe R mit p > 0 


undp #1, E€ R\{mk} mitk € Z. Dabei sind P,(n), Qı(n) Polynome vom 
Grad m,l € No oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom. 


a) A = p- (cos(ıb) +i- sin(y)) sind keine Lösungen der charakteristischen 
Gleichung (4.5.1c). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
a(n) = p”  (Sn{n) - cos(nıb) + Tn(n) - sin(ny)), 


wobei Sy(n), Ty(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N = max{m, l} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 


(s Beispiel 4.5.10: x(n +2) +2x(n +1) + 4x{n) = 2" - sin (3:n)) 


b) A = p- (cos(y)+i-sin(Y)) sind Lösungen der charakteristischen Gleichung 
(4.5.1c) (mit Vielfachheitr € N). 


Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form 
x*(n) =n" - p” - (Sn(n) - cos(nıb) + Ty(n) - sin(nıb)), 


wobei Sx(n), Tv(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N = max{m, L} 
mit unbekannten Koeffizienten sind. 


s. Beispiel 45.11: x(n +2) + 9x(n) = 3"*? . cos on 
2 


Bemerkung 4.5.3 (zu den Teilen iii und iv) 
Für alle Yy € R undn € Z gilt: 


cos(n-(d+m)) = cos(nd)-(—1)”, sin(n-(Y+r)) = sin(ny)-(—1)”. (4.5.3) 
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Sei f : No — R eine Funktion mit 


f(n) = (=1)" - [Pm{n) - cos(ny) + Qi(n) - sin(ny)] 


bzw. 
f(n) = (=D - p” - [Pm{n) : cos(ny) + Qi(n) - sin(ny)], 


wobei p E€ Rmitp > 0 undp # 1,4% E€ R\{rk} mitk € Z. Ferner sind 
P„(n),Qı(n) Polynome vom Grad m,l € No oder genau ein Polynom ist das 
Nullpolynom. Dann gilt 


f(n) = Pan) » cos(n(Y + )) + Qıln) - sin(n(y + )) 


bzw. 
Fin) = p" - [Pm(n) - cos(n(d + T)) + Qi(n) sinn +m)). 


Wir setzen nun 0 := Y + m und suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen 
Differenzengleichung (4.4.1) wie in iii) bzw. iv). Wie oben, ist es entscheidend, ob 
A = cos(#) + i - sin(0) bzw A = p (cos(0) Æ i - sin(0)) keine Lösungen oder 
sehr wohl Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r) der charakteristischen Gleichung 
(4.3.1c) sind. 

(s. Beispiel 4.5.12: x(n +2) + v3- z(n +1) + z(n) = (—1)” - sin (= . n)) 


Beispiel 4.5.4 
z(n+2)-z(n+l)+z(n)=n?+6, neN. (4.5.4) 


1) x(n +2) — x(n+1)+.x{n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 
Die charakteristische Gleichung lautet 


1 3 
”-A+1l=0 8 \= F +i- a (jeweils mit Vielfachheitr = 1). 
1 3 1 
Hier gilt a = 7 b = z p = arccos G) = =, q = 1, und nach Folgerung 


4.3.7 ist 
es (@ ) $ ; e ) 
== y —-n -sın —-n 
zin) = ci : cos |3 c :sin (z 
mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf No. 
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2) Wir haben P;(n) = n? + 6. Da 1 keine Lösung unserer charakteristischen 


Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der 


inhomogenen Gleichung in der Form 
r*(n)=A-n +B- n?+C-n+D mitA,B,C,DER. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.4) ergibt: 


(A-(n+2)?+B-(n+2)?+C-(n+2)+D) 
—(A-(n+1)’+B-(n+1)?+C-(n+1)+D) 
HC -(n+1)+D)+(A-n+B-n’+C-n+D)=n’+6 


e A-n?+(3A+B):n’+(9A+2B+C):n 
H7ZA+F3BLC+D) =’ +6. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


3A+B=0 B=-3 
= 

9A+2B+C=0 C=-3 

7A+3B+C0+D=6 D=11 


Dann ist 


z*(n) = n? - 3n? — 3n + 11 


eine partikuläre Lösung und 


x(n) = T(n) + x*(n) 


T N 3 2 
=c: cos (Z-n) +e: sin(Z-n)+n — 3nf — 3n + 11 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.4) auf No. 
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Beispiel 4.5.5 


1) 


N 
— 


z(n+2)-2z(n+1l)+x(n)=2, neNo. (4.5.5) 


xz(n+2)—-2x(n+1)+.x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 
%-2\+1=0 & A=1 (mit Vielfachheit r = 2). 
Nach Folgerung 4.3.5 ist 
z(n)=cı+@:n mitbeliebigen ca,@E€R 
die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf No. 
Wir haben P(n) = 2. Da X = 1 eine Lösung mit Vielfachheit r = 2 unse- 
rer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine 
partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
a*(n)=n?-A=An? mitAeR. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.5) ergibt: 


A-(n+2)?-2:-A-n+1? +4- n=2 & 24A=-2 & A=1. 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 
z({n) =Z(n)+a*(n)=ca+c-n+n? 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.5) auf No. 
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Beispiel 4.5.6 
z(n +2) — 3z(n + 1) — 4zr(n) = (6n-8)-2”7, neN. (4.5.6) 


1) zr(n+2)—3z(n+1)—4zr(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 
A? -3\-4=0 & A=4oder\= —1 (jeweils mit Vielfachheit r = 1) 
Seien À; := 4 und Aa := —1. Nach Folgerung 4.3.3 ist 
T(n) =cı:4"+c9:(-1)"” mitbeliebigen c1, c2 E€ R 
die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf No. 


2) Wir haben y = 2 und P, (n) = 6n — 8. Da 2 keine Lösung unserer charakte- 
ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre 


Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
x*’(n)=2"-(An+B) mtA, BER. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.6) ergibt: 


2”+2 . (A(n +2) + B) 
—3 2+1. (A(n +1) + B) — 4-2”. (An + B) = (6-n-— 8) 2” 
2 4 (An+2)+B) 
-3 2. (A(n +1) + B) — 4- (An + B) =6n-8 
— (-6A:n) + (2A — 6B) = 6n — 8. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


-6A=6 A=-1 
2A-6B=-8 B=1 


Dann ist 
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eine partikuläre Lösung und 
z(n) = T(n) +2*(n)=c-4"+c-(-1)"+(-n+1)-2” 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.6) auf No. 
Beispiel 4.5.7 


s(n +2) +5x(n+1)+6x(n) = (8n —2)-(-2)", nEeNo. (4.5.7) 


1) z(n+2)+5x2(n+1)+6x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 
M”+5A+6=0 & A= —2 oder À = —3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 
Seien A| := —2 und Aa := —3. Nach Folgerung 4.3.3 ist 
T(n) = cı:(-2)" +c2:(-3)” mitbeliebigen cı,@ E€ R 
die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf No. 


2) Wir haben y = -2 und Pı(n) = 8n — 2. Da à = -2 eine Lösung mit 
Vielfachheit r = 1 unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach 
Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der 


Form 
ı*(n) = n! - (-2)"- (An + B) = (-2)"- (An? + Bn) mitA,BeR. 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.7) ergibt: 


+5 - (-2)”*! . (A(n +1) + B(n + 1)) 


—5- 2. (A(n +1} + B(n + 1)) 
+6- (An? + Bn) =8n-2 


<> (—4A) -n + (6A — 2B) = 8n — 2. 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
—4A =8 A= -2 
6A-2B=-2 B = —5 
Dann ist 
z*(n) = (-2n? — 5n) - (-2)” 
eine partikuläre Lösung und 
x(n) = T(n) + x*(n) 
= c1:(-2)” + & - (-3)” + (-2n? — 5n) - (-2)” 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.7) auf No. 
Beispiel 4.5.8 
z(n+2)+4x(n) = 17n - sin (= . n) ‚„ nENo. (4.5.8) 


1) z(n + 2) + 4z(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha- 


rakteristische Gleichung lautet 


AX? +4=0 & A=+i-2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt œ = 0, $ = 2, y = arccos (0) = u q = A und nach Folgerung 4.3.7 
ist 
T(n) = (4)? - (a - COS (= . n) + & -sin (= . n)) 
TE (ci: cos (Z-n) +0 sin (> n)) 
2 2 
mit beliebigen cı,ca € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 
genen Gleichung auf No. 


2) Wir haben Y = Z, P(n) = 0 (Nullpolynom) und Q4 (n) = 17n. 
n v2 


2 
Da cos —+i.sin 7 e E keine Lösungen unserer charakteristischen 


Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung 


der inhomogenen Gleichung in der Form 
x*(n) = (An + B) cos (Z . n) + (Cn + D) -sin (Z . n) 


mit A, B,C,DER. 
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.8) ergibt: 
T 
(A(n + 2) + B) - cos (- -(n+ 2)) 
+(C(n +2) + D) -sin (Z .(n+ 2)) 
T 
+4. ((An + B) - cos (- . n) 


+(Cn+D)-sin(Z-n)) = 17n -sin (Z-n) 


& (Aln+2)+B): (- sin (2: r)) 
+(C(n + 2) + D) - cos (- . n) 
+4. ((An + B) cos (Z-n) 


+(Cn+D):sin(Z-n)) = 17n -sin (Z-n) 


& (4An+4B+C(n+2) D) -cos (7 ) 


+(40n + 4D - A(n +2) - B) -sin (Z-n) = 17n -sin (Z-n) . 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


4A+C=0 A==] 
30 
4B+2C+D=0 Tr 
= 

-A+4C =17 C=4 
16 
-2A- B+4D=0 Das 
i 17 


Dann ist 


ee (7) cos (Z-n) + (1-2) ‚sin (Z-n) 


eine partikuläre Lösung und 
x(n) = T(n) + *(n) 
x T STE 
pl: (c1 -cos (Zn) + & + sin (Z-n)) 
er 30 (Z n) + aa in (2 ) 
Rn= m) SR et 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.8) auf No. 
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Beispiel 4.5.9 
z(n+2)+x(n) = cos (= . n) ‚ neN. (4.5.9) 


1) z(n + 2) + z(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha- 


rakteristische Gleichung lautet 


%”+1=0 & à= +i (jeweils mit Vielfachheitr = 1). 


Hier gilt a = 0, 8 = 1, y = arccos (0) = 3 q = 1 und nach Folgerung 4.3.7 


En) = ces (Zn) +e: (3:2) 
zn) = cı cos|g n C2 sin(g i” 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


ist 


genen Gleichung auf No. 


2) Wir haben ı) = Z, P(n) = 1 und Q(n) = 0 (Nullpolynom). 
Drip aiea Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) 
unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
r*(n)=n!. (A cos (Zn) +B-sin (=-r)) mit A,B E R. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.9) ergibt: 
T TER 
(n+2)- (A cos (=: (n+2) + B-sin (>:(n+2))) 


+n- (Acos (Sn) + B-sin (Sn)) = os (Sn) 


< (n+2): (-4-cos (Z-n) -B -sin (Z-n)) 
+n- (Acos (Z-n) +B-sin(Z-n)) = cos (Z-n) 
< -2A - cos (Z-n) — 2B -sin (Z-n) = cos (Z-n). 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


A az 
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Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 


z(n) = T(n) + x*(n) 
=c: cos (Sn) +o-sin (Sn) -Z -oos (Z-n) 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.9) auf No. 


Beispiel 4.5.10 


r(n +2) + 2zr(n + 1) + 4r(n) = 2” - sin (- n); neNo. (4.5.10) 


1) z(n+2)+2x(n+1)+4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 


2+2\+4=0 & A=-1+i: v3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


1 2 
Hier gilt a = —1, 8 = v3, p = arccos (-3) = =i q = 4 und nach 


Folgerung 4.3.7 ist 


ir n 2T 5 2T 
T(n) = 42? - | & -cos | —:n)+c-sin| —:n 
3 3 
on 27 A Ri: 
= C1 : COS z n C> © sin = n 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf No. 


Wir haben p = 2, Y = 


NIN 


, P(n) = 0 (Nullpolynom) und Qo(n) = 1. 


nn... T : P a i 
Da 2. (cos — +i-sin =) = +i- 2 keine Lösungen unserer charakteris- 
tischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre 


Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 


Eine 2". (Acos (Z-n) +B-sin(Z-n)) mit A4, BER. 
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.10) ergibt: 


Sn (A - COS (Z (n+ 2)) + B- sin (= (n+ 2))) 


2 
+2:2*. (A-cos (Z: (n+1))+B-sin(Z-@+1)) 
+42". (Acos (Z-n) +B-sin(Z-n)) =2"-sin(Z-n) 


a > (-A:cos (Z-n) -B-sin(Z-n)) 
2040 2 2 


+2-2. (-A-sin(Z-n) +B- cos(Z-n)) 
+4: (A-cos (Z-n) +B-sin(Z-n)) =sin (Z-n) 
.n) —4A-sin (Sn) =sin (Z-n). 


N 


<> 4B . cos ( 
Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


4B=0 A=-- 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 


ee 
an. (acos (2n) + 0, sin (Z-a)) -2 cos (Z-n) 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.10) auf No. 
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Beispiel 4.5.11 


z(n +2) +9x(n) = 3"*? - cos (= . n) , nENo 


<> x(n +2) + 9zr(n) = 3” -9 cos (= . n) ‚ neN. (4.5.11) 


1) z(n + 2) + 9x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha- 


rakteristische Gleichung lautet 
%+9=0 & À= Hi- 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 


Hier gilt a = 0, 8 = 3, y = arccos (0) = >> q = 9 und nach Folgerung 4.3.7 


En) = 9% (cı -cos (Z-n) +0 sin (5:n)) 
=3". (as (Sn)+o-sn(5:n)) 


mit beliebigen c1, c2 € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


ist 


genen Gleichung auf No. 


N 
— 


Wir haben p = 3, Y = > P(n) = 9 und Q(n) = 0 (Nullpolynom). 
Da A=3- (cos - +i-sin =) = +i-3 Lösungen (jeweils mit Vielfachheit 


r = 1) unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemer- 


kung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 
z*’(n) =n. 3°. (A cos (Sn) + B -sin (Z-n)) mit A, B E€ R. 
Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.11) ergibt: 


(n +2). 30+2. (A: cos (Z . (n+2)) + B-sin (Z . (r+2))) 


9:n:3" (Acos (Z-n) +B-sin(5:n)) 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


—2A=1 A=-= 


Dann ist 


eine partikuläre Lösung und 
x(n) = T(n) + z* (n) 
3 T . (T AN u T 
=3 (ces (5; )+e:sin(Z-n)) = -cos (Z-n) 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.11) auf No. 
Beispiel 4.5.12 
P o 
(n +2) + v3- e(n +1) + z(n) = (—1)” - sin (Z . n) , .neNo. (4.5.12) 


1) z(n+2)+vV3-x(n+1)+x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 


Die charakteristische Gleichung lautet 


3 1 
xrel $ à= an +i. (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 
3 1 3 5 
Hier gilt a = no l = z p = arccos (=) = Z, q = 1 und nach 


Folgerung 4.3.7 ist 


= IT . [5T 
T(n) = cı : cos Zn +09: sin a 


mit beliebigen cı,ca € R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo- 


genen Gleichung auf No. 


2) Weiter gilt: 


(-1)" -sin (Z-n) =sin((Z +7) n) = sin (Z-n) 
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somit erhalten wir: 


z(n+2)+v3-x(n+1) (n) = (-D* -sin (Z-n) 


—  x(n+2)+vV3-x(n+1)+z(n) = sin E . n) .  (4.5.12i) 


Für 0 = Zu gilt: 


TT TT v3 1 
ei u Tr TEN en SV el 
cos(0) +i- sin(0) cos (7 ) Æi sa (2) Ba 


sind Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) der charakteristischen Glei- 


chung 
2+V3-A+1=0. 


Nach den Bemerkungen 4.5.2 und 4.5.3 suchen wir somit eine partikuläre 


Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form 


a*(n)=n!: (Acos (Z-n) + B -sin (Z-n)) mit A4, BER. 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.12i) ergibt: 
TT 
(n+2)- (A: cos (F:n+2) 


+B-sin (7 -(n+2))) 
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Ein Koeffizientenvergleich liefert: 


1 3 
ee, a- 
2 2 2 
= 
1 1 
BA B=_l 
2 2 2 


Dann ist 


die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.12) auf No. 
Beispiel 4.5.13 
x(n +2) — 5r(n + 1) + 6x(n) = cos (= . n) +n-3”, neENo. (45.13) 


1) z(n+2)-5x(n+1)+6x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. 
Die charakteristische Gleichung lautet 


àX? -5X+6=0 & A=2oder A = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1). 
Seien A} := 2, Aa := 3. Nach Folgerung 4.3.3 ist 
T(n) =cı:2"”+c2:3" mitbeliebigen c1, c2 E R 


die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf No. 
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2) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 


Gleichung 
T 
x(n +2) — 5xz(n + 1) + 6z(n) = cos (= . n) (4.5.13a) 


in der Form 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13a) ergibt: 
A-cos(Z-(n+2)) + B-sin (7:n+2) 
5: (A: (cos (= -(n+ 1)) + B -sin (= -(n+ 1)))) 
+6- (A: cos (Z-n) +B-sin(Z-n)) = cos (Z-n) 


< (34-28: v3) -cos (Z-n) 
+ (24: v3+38B) -sin (Z-n) = cos (Z. J 
Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
3A-2B-vV3=1 A=7 


2A-V3+3B=0 pasa 
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Dann ist 


zn) =$ -cos (Z-n) -2 -sin (Sn) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13a). 


3) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen 


Gleichung 
x(n +2) — 5z(n +1) + 6r(n) =n. 3". (4.5.13b) 


in der Form 


>(n) =n" - (An + B) - 3” = (An? + Bn) 3”, mitA,BER. 


Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13b) ergibt: 


(A(n + 2)° 4 


FB(n+2)) 3°? 
—5. (Aln+1)" 4 


)? + B(n+1)) 3%! +6. (An? + Bn)-3"=n- 3" 


—15- (A(n? +2n +1) + B(n+1)) +6- (An? + Bn)=n 


6An + (21A + 3B) = n. 


Ein Koeffizientenvergleich liefert: 
— Az 
6A=1 5 


21A+3B=0 u: 


Dann ist 
n? Tn 
z= (5-7) 
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13b). 


- 176 - 


8 4.5. Lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 4.4.6) ist 
en) = wien) + x3(n) 


eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13) und 


1 T 24/3 T n? ě Tn 
Sg BA EE E -2.3 
Gm cs (3 n) 21 sin (5 n) (F 7 


die allgemeine Lösung der Gleichung (4.5.13) auf No. 
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Schlusswort 


Wir haben in diesem Lehrbuch lineare Differential- und lineare Differenzenglei- 
chungen erster und zweiter Ordnung betrachtet. Gleichungen n-ter Ordnung, 
mitn = 3,4,5,..., lassen sich in analoger Weise zu den Betrachtungen der 


Gleichungen zweiter Ordnung untersuchen. 


Anhang 


Das Griechische Alphabet 


Alpha Beta Gamma Delta 
A B T A 
a 8 y ö 
Iota Kappa Lambda My 
I K A M 
L K A u 
Rho Sigma Tau Ypsilon 
P G T Y 
p o 


U 


Epsilon Zeta Eta 


Iheta 
E Z H (S) 
E a n 0 

Ny Xi Omikron Pi 

N = O II 

V E o T 

Phi Chi Psi Omega 
® X y 


ANHANG 


Trigonometrische Formeln 
1. Additionstheoreme 


(1) sin(a + 8) = sin a - cos ß + cosa - sin 8 
(2) sin(a — £) = sin a - cos ß — cos a - sin 8 
cos a: cosß — sina- sinß 


os( Js 
(4) cos(a — b) = cosa - cos 8 + sina - sin ß 


2. Umformungen von Summen in Produkte 


at a-p 


(1) sina + sin 8 = 2 - sin 5 08 5 
2) sina — sin 8 = Re a, 
pa 2 2 
3) cos œ + cos f = T ESAE 
63) B = 2. cos = - 
4 ER ER N el.) 
2 2 


3. Umformungen von Produkten in Summen 


(1) sina - sin 8 = 3 - (cos(a — 8) — cos(a + ß)) 
(2) cosa- cos ß = 3 - (cos(a — B) + cos(a+ ß)) 
3 - (sin(a — B) + sin(a + ß)) 


(3) sin a - cos 8 = 


Die einfachsten trigonometrischen Gleichungen 


(1) singz =a 4> rq = (—1)" - arcsina + nk mit k € Z, 
wenn |a| < 1 gilt 

(2) cosx =a & r=+tarccosa + 2rl mitl € Z, 
wenn ja| < 1 gilt 

(3) tanz =a => r=artana+nm mitm EZ 


(4) cotr =a — z= arccota +rmn mitn € Z 
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In einer stärker computerisierten Welt finden Differential- und 
Differenzengleichungen immer mehr Anwendung. Das vor- 
liegende Lehrbuch ist insbesondere für Studierende der in- 
genieurwissenschaftlichen, der informatikorientierten und der 
ökonomischen Studiengänge geeignet. Ausgewählte Kapitel 
sind auch für Schülerinnen und Schüler aus der Oberstufe 
mit den Leistungskursen Mathematik / Physik / Informatik inter- 
essant. 


Der präsentierte Stoff entspricht einer zweistündigen Vorlesung 
im Grundlagenbereich, wobei Basis-Kenntnisse aus der Ana- 
lysis und der Linearen Algebra vorausgesetzt sind. Die Auto- 
ren zeigen Parallelen bei den Untersuchungen von linearen 
Differential- und linearen Differenzengleichungen auf, wobei die 
Vorgehensweisen anhand von vielen Beispielen ausführlich il- 
lustriert werden. Es werden lineare Differential- und lineare Dif- 
ferenzengleichungen erster und zweiter Ordnung betrachtet, 
sowie den Leserinnen und Leser alle Werkzeuge für die Be- 
trachtungen von Gleichungen höherer Ordnung zur Verfügung 
gestellt. 
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